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Chapitre 2

Eléments propres et polynomes
d’endomorphismes

2.1 Sous espaces stables

,_[Déﬁnition 11 ]

Soit E un espace vectoriel, w € L(E) et F un sous espace vectoriel de E.
1. On dit que F est stable par u si w(F) C F i.e pour tout x € F, u(x) € F.

2. Si F est stable par u, on appelle endomorphisme induit par u sur F, l'en-
domorphisme de F noté ur qui & tout x associe u(x).

Exemples :

1. Soit u un endomorphisme d'un espace vectoriel E et F = ker(u—Idg). Le sous espace
vectoriel F est stable par u, en effet, si x € ker(u— Idg), alors

(u—Ide)(w(x)) = 1w (x) — u(x) = wfu(x) = x) = u(0) =0

Donc u(x) € F. De plus pour tout x € F, on a u(x) = x, par conséquent ur = ldr.

2. (Droite vectorielle stable par u) : Soit E un espace vectoriel, x un vecteur non nul de
E, et D = Vect(x) la droite vectorielle engendrée par x. St D est stable par u, alors
u(x) € D, il existe alors A € K tel que u(x) = Ax. Réciproquement, s'il existe A € K
tel que u(x) = Ax, alors pour tout y = ax € D, on a u(y) = au(x) = aAx € D. Par
suite

D = Vect(x) est stable par u & JA € K, tel que, u(x)=Ax.

[Proposition 1 .2.]

Soient Eq,...,E, des sous-espaces vectoriels de E et uw un endomorphisme de E.
Si Eyq,...,E; sont stables par u, alors :

T

1. Le sous espace vectoriel m Ei est stable par u.

i=1



2.1 Sous espaces stables

T

2. Le sous espace vectoriel E Ei est stable paru. En particulier, si les sous
i=1
T
espaces vectoriels sont en somme directe, le sous espace vectoriel @ Ei

i=1
est stable par u.

Démonstration :

2. Soit x € Z Ei, ils existent x; € Eq,...,x; € E; tels que x =x7 + ...+ %x,. On a donc

i=1

u(x) =ux) +...+ulx) € ) Eu
i=1

Théoréme 1.3.}

Soit E un espace vectoriel et uw,v € L(E) . Si uw et v commutent, alors Imv et
kerv sont stables par u.

Démonstration :
Soity € Imv et x € E tel que y =v(x). On a u(y) =u(v(x)) =v(u(x)) € Imv.
Soit x € kerv, on a v(u(x)) =u(v(x)) = u(0) =0, donc u(x) € kerv.

Remarque : Soit u € L(E). Puisque u commute avec lui méme, les sous espaces vectoriels
keru et Imu sont stables par u.

[Proposition 1 .4.]

Soit E un espace vectoriel et w € L(E). Soit F un sous espace vectoriel de E et

(e1y...,ep) une famille génératrice de F. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. F est stable par u,
2. Pour tout1 <i<p, u(e) €F.

Démonstration :
1. = 2. Par définition de la stabilité.
Réciproquement, supposons 2. et soit x € F, alors ils existent Ay,...,A, € K tels que

P P
X = Z Aiei. Donc u(x) = Z Aiu(e;) € F.
i=

i=1
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

[Proposition 1 .5.]

Soient E un espace vectoriel de dimension n, F un sous-espace vectoriel de E de
dimension p et uw un endomorphisme de E.
F est stable par u si, et seulement si, la matrice de u dans toute base adaptée

) ou A € M,(K).

. ) B
a F est de la forme (O D

Démonstration :

Soit B une base adaptée a F, c'est-a-dire B est de la forme B = (e1,...,€p,€pi1y...5€n)
ol (e1,...,ep) est une base de F. Donc F est stable par u si, et seulement si, pour chaque
1 <1< p, u(e;) est combinaison linéaire des vecteurs ey, ..., e,. Ceci prouve le résultat.

Remarque : La matrice A représente la matrice de l'endomorphisme ur dans la base
(e1y...,€p).

2.2 Polynomes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On note

U.O = |C|E
u" = uo...ousin>1
~—
n fois

Ainsi pourn > 1, u" =u™ ' ou=uou.

,—[Déﬁnition 2.1 ]

n
Soitu e L(E) et P = Z aX* € K[X]. L'endomorphisme P(u) est défini par;
k=0

n
P(u) := Z au® = qolde + aju+ ... + apu™
k=0

Remarque : Si P = c est un polynéme contant, alors P(u) = cldg.

[Proposition 2.2.]

Soit w € L(E). L'application ¢ : K[X] — L(E) définie par ©(P) = P(u) est un
morphisme d'algébres c'est-a-dire linéaire, @(PQ) = P(u) o Q(u) et @(1) = Idg.

Démonstration :
Il est clair que @ est linéaire et @(1) = @(X°) = u® = Idg.

n
Soient P =Y a1 X¥, Q € KIX].
k=0
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2.2 Polyndémes d’endomorphismes

Si Q est de la forme Q = X% Alors

e(PQ) = @(Zakxk“

k=0 k=0
n n
Y aatout = (Zakuk) ol
k=0 k=0
= P(woQu) =¢(P)oe(Q)
m
Revenant au cas général, oli Q = Zle1 est un polyndme quelconque. On a
1=0

e(PQ) = o) biPX)=> bie(PX) =) bie(P)oe(X")
1=0 1=0 1=0

= o(P)o (wa(xt)) =¢(P)o (@(Zblxl))
=0 =0
= ¢(P)oe(Q)

m
Version matricielle : Soit M € M,(K) et P = Z aX* € K[X]. On note par P(M) la

k=0
matrice

m
P(M) =D aM*=al, + aiM +... + ayM™
k=0

L'application ¥ : K[X] - My, (K) définie par ¥(P) = P(M) est un morphisme d'algébres
c'est-a-dire linéaire, Y(PQ) =¥Y(P)¥(Q) et ¥(1) =I,.

,_[Déﬁnition 2.3.}

Soit P € K[X].
1. Soitu € L(E) . On dit que P est un polynéme annulateur de w si P(u) = 0.

2. Soit M € My (K). On dit que P est un polynéme annulateur de M si
P(M) =0.

Exemple : Si u est un projecteur de E, alors P = X2 — X est un polynéme annulateur de
. Le polynéme X% — 1 est annulateur de toute symétrie de E.

[Proposition 2.4.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et w € L(E),
notons M = Mpg(u). Pour tout polynéme P € K[X], on a

Ainsi, un polynéme P est annulateur de u si, et seulement si, P est annulateur
de M.
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

Démonstration :

L'application Mg : L(E) - M (K) est un isomorphisme d’algébres, en particulier, Mp(P(u)) =
m

P(Mp(u)) = P(M). Plus précisément, si P = Z ar X¥, alors
k=0

m m
M(P(W) = Ms()_au) = )~ aMp(w* = P(Ms(w)) = P(M)
k=0 k=0
De plus, P(u) =0 si, et seulement si, Mg(P(u)) =0 si, et seulement si, P(M) = 0.

2.3 Polynome minimal

—[Théoréme et définition 3.1.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit w € L(E) (respectivement M &€
My (K)). Il existe un unique polynéme annulateur de u (respectivement de M)
de degré minimum et unitaire appelé polynéme minimal de u (respectivement de
M) . On le note m, (respectivement i ).

Démonstration :
Soit I l'ensemble des polyndmes annulateurs de u, c'est-a-dire

[ ={P € KIX] / P(u) =0} = ker .

Clairement I est un idéal de KI[X] ( cest le noyau du morphisme dalgébres ¢ : P +—
@(P) = P(u)). On sait que dim £(E) = n?, donc (Idg,u,... ,u“z) est une famille liée. Il existe

TLZ TL2
X0, X1, - - -, 02 NON tous nuls tels que Z ou® = 0. Par suite P = Z x X est un polyndéme
k=0 k=0

annulateur non nul de uw. On en déduit alors que I est un idéal non nul de K[X], il existe alors
un unique polyndme unitaire m, tel que I = (m,) (I est l'idéal engendré par le polynome
my). Puisque 7, € 1, on a my(u) = 0. Si P est un polynéme unitaire annulateur de u, alors
P €1, et donc P = Qm, oli Q € K[X]. Par suite deg(P) = deg(Q) + deg(m,) > deg(m,).

Exemple :
1. T, = X—1.
2. Soit M = (8 O)' On a M? =0, d'autre part M n’admet aucun polynéme annulateur

unitaire de degré < 1, donc my = X2,

[Proposition 3.2.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et w € L(E). Si P est un polynéme
annulateur de u, alors m, divise P.

Démonstration :
On conserve les notations de la démonstration précédente. P est annulateur de u, donc
P € 1= (m), ou encore P = Qm, oli Q € K[X]. D'oti 7, divise P.
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2.4 Décomposition des noyaux

Remarque : On a la version matricielle suivante : Si P est un polynéme annulateur d'une
matrice M € M,,(K), alors 7ty divise P.

T 3.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n, B une base de E et uw € L(E). Soit
A = Mp(u) la matrice de u dans la base B. Alors 1, = Ta.

Démonstration :
C'est une conséquence du fait qu'un polynéme P est annulateur de u si et seulement s'il est
annulateur de A.

2.4 Décomposition des noyaux

—[Théoréme 4.1. (Lemme des nogauxﬂ

Soitu € L(E) et P,Q € K[X] tels que PAQ = 1. Alors

ker((PQ)(u)) = ker(P @ ker(Q

De plus, la projection de ker((PQ)(u)) sur ker(P(u)) et parallélement au
ker(Q(u)) est un polynéme en u.

Démonstration :
Par le théoréme de Bézout , puisque P et Q sont premiers entre eux, ils existent deux
polynémes R, S € K[X] tels que RP + QS = 1. Par suite

R(u) o P(u) 4+ S(u) o Q(u) = Idg.
Soit x € ker(P(u)) Nker(Q(w)), alors x = Idg(x) = (R(u) o P(u)) (x) + (S(u) o Q(u)) (x) =0
puisque

et

Il vient alors que la somme ker(P(u)) + ker(Q(u)) est directe.
Si x € ker(P(u)), alors

(PQ)(W)) (x) = ((QP)(w)) (x) = Q(u) (P(w)(x)) = Q(w)(0) =0
Donc ker(P(u)) C ker((PQ)(w)), de méme on a ker(Q(u)) C ker((PQ)(w)). D'oi
ker(P(w)) EP ker(Q(u)) C ker((PQ)(w)).
Soit x € ker((PQ)(u)), on a

x = lde(x) = (R(u) o P(u)) (x) 4 (S(u) 0 Q(u)) (x)
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

Posons x;1 = (S(u) o Q(u)) (x) et x = (R(u) o P(u)) (x) de sorte que x = x;1 +x2. On a
x7 € ker(P(u)), en effet;

Plu) (1) = P(u)(S(u)OQ(u)(X))Z (PSQ) (w)) (x)
= ((SPQ)(u)) (x) = S(u) ((PQ)(u)(x))
= Pu )(0)20

De méme on démontre que x; € ker(Q(u)). Donc x € ker(P(u)) + ker(Q(u)). Finalement on
a

ker((PQ)(u)) = ker(P @k(—ﬂ

Notons p1 = S(u) o Q(u) et p2 = R(u) o P(u). Les deux endomorphismes p; et pa sont des
polynémes en u. Pour x € ker((PQ)(u)), on a x = x1 + x2 avec x;1 = p1(x) € kerP(u) et
x2 = p2(x) € ker Q(u). Par conséquent pp est la projection de ker((PQ)(u)) sur ker P(u) et
paralléelement au ker Q(u).

[Corollaire 4.2. (Lemme des noyaux générallsé)]

Soituw € L(E) et Py,..., Py des polynémes de K[X] deux & deux premiers entre
eux et P="Py...P,. Alors

ker(P @ ker(P

De plus, la projection de ker(P(u)) sur ker(Pj(u)) et parallélement & la somme
T

@ ker(Pi(u)) est un polynéme en .

Démonstration :

Par récurrence sur 7.

Le résultat est immédiat pour v = 1. Supposons le résultat pour v > 1 polynémes premiers
entre eux deux a deux. Soient Py,..., Py, Py, T+ 1 polyndomes premiers entre eux deux a
deux. Posons P = Py...P:Pry1 et Q = Py...P; de sorte que P = QP,1;. Clairement les deux
polyndmes Q et Pr11 sont premiers entre eux, d'apres le théoréme précédent, on a

ker(P(u)) = ker((QPri1)(u)) = ker(Q(u)) & ker(Pri(u))

Les polyndmes Pq,..., P, sont premiers entre eux, d'aprés 'hypothése de récurrence, on a

ker(Q(u)) = &i_; ker(Pi(u))
Par conséquent

r+1

ker(P(u)) = ker(Q(u)) @ ker()Prp1(u) = &;_; ker(Pi(u)) @ ker(Py41) Z ker(P

Exemple : Soit E un espace vectoriel et s une symétrie de E. On considére le polynome
P=X—1=(X—1)(X+1). Comme les polyndmes X —1 et X + 1 sont premiers entre eux,
d’aprés le théoréme des noyaux, ker(P(s)) = ker(s—Idg) @ker(s+Idg). D'autre part, puisque
s est une symétrie, P(s) = s> — Idg = 0. D'ot1 E = ker(s — Idg) & ker(s + Idg).
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2.5 Eléments propres d’'un endomorphisme, d'une matrice carrée

Remarque : Un cas particulier : St Ay,...,A; € K sont deux a deux distincts et P =
[Ti—; (X —Ay), alors

ker P(u) = @ ker(u — Aildg)
i=1

[Corollaire 4.3.]

Soituw € L(E) et Py,...,P. des polynémes de K[X] deux & deux premiers entre
eux et P="P;...P.. Si P est un polynéme annulateur de u, alors

E = P ker(Pi(u)).
i=1

Démonstration :
Il suffit de remarquer que ker(P(u)) = E.

2.5 Eléments propres d'un endomorphisme, d'une matrice carrée

,-[Déﬁnition 5.1 } <

Soitu e L(E) et A € K.

1. On dit que A est une valeur propre de u, s’il existe un vecteur non nul x
de E tel que u(x) = Ax.

2. Si A est une valeur propre de u, tout vecteur x € E\ {0} tel que u(x) = Ax
est appelé vecteur propre associé d la valeur propre A.

3. L'ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et se note
sp(u) ou spec(u).

Exemple : Soit u l'endomorphisme de R? défini par u(x,y) = (x+y,x+y). Ona u(1,1) =
(2,2) = 2(1,1). Donc 2 est une valeur propre de u, et (1,1) est un vecteur propre de u
associé a la valeur propre 2.

[Proposition 5.2.]

Soitu € L(E) et A € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est une valeur propre de u,
2. L'endomorphisme uw— Aldg n'est pas injectif.
3. ker(uw—Aldg) # {0}

Si de plus E est de dimension finie, les assertions précédentes sont équivalentes
a u— Aldg n'est pas un isomorphisme.

Démonstration :
A est une valeur propre de u si, et seulement si, il existe un vecteur non nul x tel que
u(x) = Ax si, et seulement si, il existe un vecteur non nul x tel que (w—Aldg)(x) =0 si, et
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

seulement si, u— Aldg n'est pas injectif.
Trivialement, 2. et 3. sont équivalentes.

[Corollaire 5.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, L(E) et A € K. Alors A € Sp(u) si,
et seulement si, det(u—Aldg) =0

Démonstration :
A € Sp(u)si, et seulement si, w — Aldg n'est pas un isomorphisme si, et seulement si,
det(u—Aldg) =0

Remarque : Soit u € L(E). Alors 0 € sp(u) si, et seulement si, u n'est pas injectif. St de
plus E est de dimension finie, alors 0 € sp(u) si, et seulement si, u n'est pas un isomorphisme.

,-[Déﬁnition 5.4. (Sous espace propre)}

Soituw € L(E) et A une valeur propre de u. Le sous espace propre associé d la
valeur propre A est le sous espace vectoriel noté Ex(u), défini par

Ex(u) :=ker(u—Aldg) ={x € E / u(x) =Ax}.

Exemple : On considére l'endomorphisme de R? défini apr f(x,y) = (x +y,x +y). On a
2 € sp(u), et E2(u) = {(x,y) € R*/ulx,y) = 2(x,y)} = {(x,y) € R*/x =y} = Vect ((1,1))

Remarques : Si A est une valeur propre de u, alors :

1. Le sous espace propre Ex(u) est formé de tous les vecteurs propres associés a la
valeur propre A et du vecteur nul.

2. dim(Ex(uw)) > 1, en d'autres termes Ej(u) est un sous espace vectoriel non nul.

3. Le vecteur nul n'est jamais un vecteur propre (c'est par définition).

,—[Théoréme 5.5. ( Somme de sous espaces propres)}

Soit u € L(u), soient A1,..., A des valeurs propres deux ¢ deux distinctes de u
(r > 2). Alors les sous espaces propres Ey, (u),..., Ex, (1) sont en somme directe

cest-a-dire . .
> Eanw) =Pk ()
i=1 i=1

Démonstration :

Pour T < i<, posons Py = X —A; et P =[]i_; Pi. Comme les A;, 1 < i < 1, sont deux a
deux distincts, les polynémes P; , 1 < i < 1, sont premiers entre eux deux a deux. Par le
Lemme des noyaux généralisé, on a

ker(P(u)) = € ker(Pi(u))
i=1
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2.5 Eléments propres d’'un endomorphisme, d'une matrice carrée

T T
En particulier la somme Z Ex(u) = Z ker(Pi(u)) est directe.
i=1

i=1

Remarque : Un cas particulier (r = 2) : Si A et p sont deux valeurs propres distinctes de
u, alors

Ex(u) NEy(u) ={0}

[Corollaire 5.6.]

Soitu € L(E). Siey,...,e sont des vecteurs propres de w associés ¢ des valeurs
propres deux ¢ deux distinctes, alors la famille (eq,...,e;) est libre.

Démonstration :

Soient A1,y...,A; des valeurs propres de u deux a deux distinctes et er,...,e, des vec-
teurs propres de u associés respectivement au valeurs propres Aq,...,A.. Soit maintenant,
A,y ..., 0 € K tels que oer + ... + arer = 0, puisque la somme Ej, (u) + ...+ Ex (u) est
directe et aje; € Ej (u), on adonc 1 < Vi<, oe; =0, ainsi &y = 0 (e; # 0 car cest un
vecteur propre). On en déduit alors que la famille (er,..., ;) est libre.

[Corollaire 5.7.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et uw un endomorphisme de E.
L'endomorphisme uw admet au plus n valeurs propres deux a deux distinctes.

Démonstration :
Soient Ay, ..., A des valeurs propres deux a deux distinctes de w. Pour chaque T <1 < 1, soit
ei un vecteur propre de u associé a Ai. D'aprés le résultat précédent, la famille (eq,...,e;)

est libre, par conséquent r < n.

Eléments propres d'une matrice carrée :

,—[Déﬁnition 5.8.]

Soit M € M,(K) et A € K.

1. On dit que A est une valeur propre de M, s'il existe un
vecteur colonne non nul X € My 1(K) tel que MX = AX.

2. Si A est une valeur propre de M, tout vecteur X € My 1(K) \ {0} tel que
MX = AX est appelé vecteur propre associé d la valeur propre A.

3. L'ensemble des valeurs propres de M est appelé le spectre de M et se
note sp(M) ou spec(M).

4. Soit A une valeur propre de M, le sous espace propre associé d la valeur
propre A, noté Ex(M) est le sous espace vectoriel Ex(M) = ker(M—AI,) =
X e Mu1(K) / MX =AX}
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

[Proposition 5.9.]

Soit M € M, (K) et A € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est une valeur propre de M,
2. A — Al n'est pas inversible,
3. det(M —Al,) = 0.

Démonstration :

A est une valeur propre de M si et seulement s'il existe un vecteur colonne non nul X €
My, 1(K) tel que MX = AX ou encore (M —Al;)X = 0 si, et seulement si, M — Al n'est pas
inversible. De plus la matrice M—AIL, est non inversible si, et seulement si, det(M—AI,) = 0.

Remarque : La proposition précédente, donne une méthode pratique pour trouver les va-
leurs propres d'une matrice, a savoir; A est une valeur propre de M si, et seulement si, A
est une solution de l'équation det(M — AL,) = 0.

Le théoréme suivant donne un lien entre les éléments propres d'un endomorpjhisme et ceux
de sa matrice dans une base fixée.

,-[Théoréme 5.1 0.}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Soientu € L(E)
et M = Mg(u). Alors

1. Sp(u) = Sp(M).

2. Soit A € Sp(u)(=Sp(M)) , x € E et X = Mp(x). Alors x est un vecteur
propre de u associé a la valeur propre A si, et seulement si, X est un
vecteur propre de M associé a la méme valeur propre A.

Démonstration :

1. A € sp(u) si, et seulement si, w — Aldg n'est par injectif (n‘est pas inversible) si,
et seulement si, Mg(u— Aldg) = M — Al n'est pas inversible si, et seulement si,
A € sp(M).

2. u(x) = Ax si, et seulement si, Mp(u(x)) = Mg(Ax) si, et seulement si, MX = AX.

[Proposition 511 ]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et w € L(E). Soit A € sp(u),
x € Ex(u) et P € K[X]. Alors P(u)(x) = P(A)x, en particulier P(A) est une valeur
propre de P(u).

Démonstration :

Montrons d’abord par récurrence sur k, que uf(x) = A*x.

u®(x) = Idg(x) = A%. Supposons, pour k € N, que u*(x) = A*. On a u* 1 (x) = u(uk(x)) =
u(Akx) = ?\k (x) = AfAx = AR Ix.

m m
Soit P = Z axX®, on a P(u Z aul(x) = Z A\ x = (Z aA)x = P(A)x.
k=0 k=0

k=0
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2.6 Polynome caractéristique d'un endomorphisme, d'une matrice

Comme A € Sp(u), le sous espace vectoriel Ex(u) est non nul, soit alors xo un vecteur non
nul de Ex(u). On a P(u)(xo) = P(A)(x0), par conséquent P(A) est une valeur propre de P(u).

Remarque : La version matricielle du résultat précédent; si M € M, (K), X un vecteur
propre de M associé a la valeur propre A et P € K[X]. Alors P(M)X = P(A)X.

[Corollaire 5.1 2.]

Soit E un espace vectoriel, w € L(E) et P € K[X]. Si P est un polynéme annulateur
de u, alors toute valeur propre de u est une racine de P. En d’autres termes

Sp(u) C{ les racines de P}

Démonstration :
Soit A € Sp(u) et x un vecteur propre associé a A. D’apreés la proposition précédente, on a
P(A)x =P(u)(x) =0 et x # 0, donc P(A) = 0 c'est-a-dire A est une racine de P.

Remarque : Si P est un polynéme annulateur de u, il se peut que l'une des racines de P ne
soit pas une valeur propre de u, comme le montre U'exemple suivant : u = Idg et P = X(X—T).
Clairement P est annulateur de u. Mais 0 est une racine de P qui n'est pas une valeur propre
de u.

[Corollaire 5.1 3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et w € L(E) un endomorphisme
nilpotent. Alors Sp(u) ={0}.

Démonstration :

u nilpotent, donc non injectif, ainsi 0 est une valeur propre de u.

Réciproquement, soit A une valeur propre de u. Comme u nilpotent, il existe m € N tel que
u™ = 0. par suite X™ est un polynéme annulateur de u, donc A™ est une valeur propre de
l'endomorphisme nul. Il vient que A™ =0, d'ott A = 0.

2.6 Polynome caractéristique d’'un endomorphisme, d'une matrice

Définition 6.1 }

Soit M € My (K). Le polynéme caractéristique de M est le polynéme noté xm
a coefficients dans K défini par : xm(X) := det(M — XI,).

Exemples :
1. Le polyndme caractéristique de lidentité : xr, (X) = det(I, — XI,) = det((1 —X)I) =
(1 —=X)"det(L,) = (1 —X)™

a b

2. Soit M la matrice M = (c d) e M (K). Alors
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

xm(X) = =X? — (a+ d)X + (ad — be). Par suite;

a—X b
c d—X

xm(X) = X — tr(M)X + det(M).

Cette formule est valable pour toute matrice d'ordre deux.

,—[Déﬁnition 6.2.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n et uw € L(E). Le polynéme caracté-
ristique de u noté x,, est le polynéme caractéristique des d’'une de ses matrices
dans une base de E (ce polynéme ne dépend pas du choix de cette base). Ainsi,
si M est la matrice de u dans une base B de E, on a par définition Xy, = XM-

Remarque : (Pour la justification de la définition précédente)

Soit E un espace vectoriel de dimension n, u € L(E), B et B’ deux bases de E. Notons M
(respectivement M) la matrice de u dans la base B (respectivement B’). Par la formule de
changement de bases, il existe une matrice inversible P € M, (K) tel que

M =PM'P
On vérifie facilement que M — XI,, = P(M’ — XIn)P_], on a donc
xm = det(M — XI,) = det(P(M’ — XI,)P7") = det(M’ — XI,) =

Ce qui donne la consistance a la définition précédente.

[Proposition 6.3.]

Soit M € M, (K).
1. xm est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (—1)™.
2. Le coefficient de X de xm est (—1)™! tr(M).

3. Le terme constant est det(M)

Remarque : On peut résumer la proposition précédente dans la formule suivante : Pour
toute matrice M € My (K) on a :

xm(X) = (=X + (=) tr(M)X™ ! + ... + det(M)

,—[Théoréme 6.4.]

1. Soit M € M,(K). Les valeurs propres de M sont les racines de xm dans
K.

2. Soit E un espace vectoriel de dimensionn etu € L(E). Les valeurs propres
de u sont les racines de x, dans K.

Démonstration :
A valeur propre de M si, et seulement si, det(M — Al,) = 0 si, et seulement si, xm(A) =0
si, et seulement si, A racine de xm.
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2.6 Polynome caractéristique d'un endomorphisme, d'une matrice

Remarque : (Cas d'une matrice triangulaire) : Soit M une matrice triangulaire dont les
coefficients diagonaux my1,...,myn. Alors M — XI, est aussi une matrice triangulaire
dont les coefficients diagonaux my; — X,...,myn — X. Par suite xm = det(M — XI,) =
[T, (mii — X). En particulier les valeurs propres de M sont ses coefficients diagonaux.

[Proposition 6.5.]

1. Soit M € My (K). Alors M posséde au plus n valeurs propres deux a
deux distinctes.

2. Soit w € L(E) ou E est un espace vectoriel de dimension n. Alors u
posséde au plus n valeurs propres deux & deux distinctes.

Démonstration :
Les valeurs propres de u (respectivement de M ) sont les racines du polynéme caractéris-
tique, qui est un polyndme de degré n, et ce dernier posséde au plus n racines deux a deux

distinctes.

[Proposition 6.6.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, w € L(E) et F un sous espace
vectoriel de E stable par u.

1. Xup divise Xy.
2. Si G est un supplémentaire de F dans E (i.,e E = F® G) et stable par u,
alors Xu = XurXug-

Démonstration :

1. Soit B = (e1,...,€p,€pt1,...,€n) une hase adaptée a F de sorte que (e1,...,ep) soit
une base de F. La matrice de u dans cette base est de la forme

A B
0 C
Ou A est la matrice de ur dans la base (e1,...,e,). On a donc

_A=XT, B

Xu 0 C—Xnsy = det(A — XIp) det(C — XIn_p) = XurXC

Par conséquent Xy, divise Xy.

2. Soit B = (e1,...,€p,€pi1,...,€n) une base adaptée a la somme F @ G, c'est-a-dire
(e1y...,€p) base de F et (eyp11,...,€,) base de G. Dans cette base la matrice de u

est de la forme
A 0
0 C

OU A est la matrice de uf dans la base (ej,...,ep) et C est la matrice de ug dans
la base (ep41,...,en). On a

_A=XT, 0

Xu = 0 C— XL, = det(A — XI,,) det(C — XIn—p) = XurXug

Dol le résultat.
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

DT 6.7.]

On appelle ordre de multiplicité d'une valeur propre A (d’'un endomorphisme ou
matrice), et on note my, son ordre de multiplicité en tant que racine du polynéme
caractéristique.

Remarque : Par définition de my, on a
my = max{k € N/ (X —A)* divise xu}

Ainsi, un entier k < m, si, et seulement si, (X — ?\)k divise xu.

,_[Théoréme 6.8.}

Soit E un espace vectoriel de dimensionn etu € L(E). Soit A une valeur propre
de u et my son ordre de multiplicité. Alors

1 < dim(Ex(w)) < my

Démonstration :

Soit p = dim Ex(u). Le sous espace vectoriel Ex(u) est stable par u, d’aprés la proposition
précédente, Xue, () divise xy. Puisque ug,(,) = Idg, (), son polynéme caractéristique est
donné par Xue, ) = (A —X)P. Par suite (A —X)P divise xy, doti p < my.

2.7 Theoréme de Cayley-Hamilton

,—[Théoréme 7.1. (Théoreme de Cagleg—Hamilton)}

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € L(E). Alors xy(u) =0.
2. Soit M € M, (K). Alors xm(M) =0

En dautres termes, le polynéme caractéristique de w (respectivement de M)
annule u (respectivement M).

. J

Démonstration :

Soit u un endomorphisme de E et x € E un vecteur non nul. Montrons que xy(u)(x) =0
(le cas de x = 0 est trivial). Notons F le sous espace vectoriel F = Vect(uX(x),k € N) =
Vect(x, w(x),...,u™(x),...) et

r=max{k € [1,n]/ la famille (x,u(x),...,u*"(x)) soit libre}

La famille (x,u(x),...,u™"(x)) est une base de F. Cette famille est libre, il suffit donc de
montrer qu’il est génératrice. Puisque v+1 > 7, la famille (x,u(x),...,u"(x)) est liée. D'autre
part la famille (x,u(x),...,u"'(x)) est libre, donc u'(x) € Vect(x,u(x),...,u"'(x)). Par
une récurrence simple on vérifie que Yk € N, uk(x) € Vect(x,u(x),...,u"1(x)). Il vient
alors que F = Vect(x,u(x),...,u"'(x)). Comme u'(x) € F, il existe ag,...,a,_1 € K tels que
u'(x) = apx+aju(x)+...+a, 1u'(x). Soit Q le polyndme Q = X"—a, 1 X' —...—a;X—ay.
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2.7 Theoréme de Cayley-Hamilton

L'espace vectoriel F est stable par u, notons que Br = (x,u(x),...,u"'(x)) est une base de
F et

0 0 e ap
1 0 aq
M (up) = L
0 ... 1 ayr—1
X 0 ... ap
1 —X ... a
Calculons maintenant le polynéme caractéristique de xy;. On a xy; = .
0 e 1 ar—1 — X

a laide de l'opération élémentaire L7 « Ly + XL, + X213 +...+ X" 'L,, on obtient

o 0 ... ao—i-Xa]—i-...—i-XT_‘(ar_]—X) o 0 ... —-Q

1 X ... aj 1 X ... aq
Xu = |. ) . : |- - :

0 ... 1 Clr,1—X 0o ... 1 aTq—X

Par un développement par rapport a la premiére ligne, il vient que

0 0 -Q T =X a

1 —X ap 1 1 az N
Xup = | ) : =-(=1"Q S ) : =(=10'Q

O ... 1 a_1—X 0O ... 0 1

Puisque Xy divise xy, il existe alors un polynéme S € KI[X] tel que Xy = Sxu; = (—1)"SQ.
Par définition de Q, on a Q(u)(x) = u"(x) — @, 1w '(x) —... — aju(x) — apx = 0, on en
déduit alors que

Ceci montre que pour tout x € E, x,(u)(x) = 0. D'ot X (u) =0.

[Corollaire 7.2.]

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et uw € L(E). Alors m, divise
Xu-
2. Soit M € M (K). Alors iy divise Xm.

Démonstration :
Xu €st un polyndéme annulateur de u donc 7, divise xy.

Exemple : Soit A € M;(K) une matrice carrée d'ordre 2. On sait xa = X2—tr(A)X+det(A).
Le théoréme Cayley-Hamilton dit, pour les matrice carrées d'ordre 2, que

A? —tr(A)A + det(A)l; =0
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

[Proposition 7.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, w € L(E) et A € K. Alors A est
une valeur propre de u si, et seulement si, A est une racine de m,. En d'autres
termes, les valeurs propres de u sont les racines du polynémes minimal .

Démonstration :

Si A est une racine de 7, d'aprés le résultat précédente, A est aussi racine de xy, donc c'est
une valeurs propre de u. Réciproquement, si A est une valeur propre de u alors A est une
racine de 7t puisque 7 est un polynéme annulateur de u.

2.8 Sous espaces caractéristiques

,—[Déﬁnition 8.1 }

Soit E un espace vectoriel de dimension n, w € L(E) et A une valeur propre de
u de multiplicité my. On appelle sous espace caractéristique de u associé a la
valeur propre A qu'on note Nj(u), le sous espace vectoriel

Ny (u) := ker((u— Aldg)™)

Remarques :

A commutent.

1. Nj(u) est stable par u car les deux endomorphismes u et (w—Aldg)™
2. Ex(u) € Nj(w).

Le lemme des noyaux donne le corollaire suivant :

[Corolla’u‘e 8.2.]

Les sous espaces caractéristiques associés d des valeurs propres deux a deux
distinctes sont en somme directe.

Démonstration :

Soient A1,..., A des valeurs propres deux a deux distinctes de u. Clairement les polyndmes
(X=A1)™ . (X—=A)™ sont deux a deux premiers entre eux, on en déduit par le lemme
des noyaux que la somme Y i_; Nj, (u) est directe. En combinant le lemme des noyaux avec
le théoréme de Cayley-Hamilton, on obtient le corollaire suivant :

[Corollaire 8.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension n et uw € L(E). Si le polynéme caracté-
ristique de u est scindé, alors

E= @ Na(u)

AESp(u)

De plus la projection de E sur chaque sous espace caractéristique Nj(u) et
parallélement au autres sous espaces caractéristiques est un polynéme en u.
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2.8 Sous espaces caractéristiques

Démonstration :
Immédiate.

Théoréme 8.4. (polyndme caractéristique d'un endomorphisme nllpotent)}—

Soit E un K espace vectoriel de dimension n et w € L(E) un endomorphisme
nilpotent. Alors
Xu = (=1)"X"

Démonstration :

Montrons le résultat par récurrence sur dimE=n > 1. Si dimE = 1 et u un endomorphisme
nilpotent de E alors u = 0, par conséquent x,, = —X. On suppose la propriété vraie pour
tout endomorphisme nilpotent d'un K espace vectoriel de dimension n avec n > 1. Soit
u un endomorphisme nilpotent d’'un espace vectoriel E de dimension n + 1. Puisque u est
nilpotent, u est non injectif et il existe alors un vecteur non nul e; tel que u(e;) = 0.
Complétons maintenant (e;) en une base (ej,...,ent1) de E. La matrice de u dans cette

base est de la forme
0 B
=0 )

Avec B € M1(K) et C € M, (K). Comme u est nilpotent, sa matrice A est nilpotente et il
existe p > 1 tel que AP = 0. Puisque AP est de la forme
0 B’
P
=0 o)

Avec B’ € M, (K), la matrice CP est nulle, par conséquent C est nilpotente. St on note v
l'endomorphisme de K™ canoniquement associé a la matrice C, alors v est un endomorphisme
nilpotent de l'espace vectoriel K™. Par hypothése de récurrence le polynome caractéristique
de v est x, = (—1)™"X™ On en déduit, par un calcul par blocs, que

—X B

_ _(_ _(_ _ (1 \n+Tyn+1
xu—‘o € X1 | = (FX0xe = (X)xy = (<1)'X

La propriété est ainsi prouvée par récurrence.

,-[Théoréme 8.5.} -

Soit E un espace vectoriel de dimensionn etu € L(E). Soit A une valeur propre
de u.

7. dim(Nx(u)) = my.

2. Soit uy l'endomorphisme induit par u dans Nj(u). Alors

Xup, = (=)™ (X = A)™

Démonstration :

1. On peut écrire Xy, = (X —A)™P ol P est un polynome tel que P(A) # 0. Vue que
uy — Aldn, ) est nilpotent ( (uy —Aldyn, )™ =0), on a Xy, = (=1)4X =A)9, ol
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CHAPITRE 2 : Eléments propres et polyndmes d’endomorphismes

d = dimNj(u). Le deux polyndmes (X — A)™ et P sont premiers entre eux, par le
lemme des noyaux on a

E=ker((u—Aldg)™) @ ker(P(u)) = Na(uw) @ F

Ou F = ker(P(u)) qui est un sous espace stable par u. Notons v l'endomorphisme
induit par u dans F, on a alors

Xu = Xup Xv = (—1 )d(X - d)dXv

A n'est pas une valeur propre de v, en effet si A est une valeur propre de v, alors il
existe un vecteur non nul x € F tel que v(x) = Ax, et donc u(x) = Ax, ce qui vaut dire
x € Ex(u) € Nj(u), on a donc un vecteur non nul x € Nj(u)NF, ce qui est impossible
car la somme est directe.
Comme A n'est pas une valeur propre de v, on a donc Xy (A) # 0 (A n'est pas une racine
de x,). Par conséquent, de l'égalité x,, = (—1)4(X —A)dx, = (X —A)™P, il vient que
my = d cest-a-dire my = d = dim Ny (u).

2. L'endomorphisme vy =u) —Aldy, () est un endomorphisme nilpotent de l'epsca vec-
toriel Na(u), donc xy, = (—1)™X™. D'oli

Xuy = det(upy — Xldn, w)) = det(uy — Aldn, () — (X = A)ldn, )
= det(vy — (X —=A)ldn, () = Xua (X —A)
(=)™ (X =A™
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