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Chapitre 2

Éléments propres et polynômes
d’endomorphismes

2.1 Sous espaces stables

Définition 1.1.

Soit E un espace vectoriel, u ∈ L(E) et F un sous espace vectoriel de E.
1. On dit que F est stable par u si u(F) ⊆ F i.e pour tout x ∈ F, u(x) ∈ F.
2. Si F est stable par u, on appelle endomorphisme induit par u sur F, l’en-

domorphisme de F noté uF qui à tout x associe u(x).

Exemples :1. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et F = ker(u− IdE). Le sous espacevectoriel F est stable par u, en effet, si x ∈ ker(u− IdE), alors
(u− Id E)(u(x)) = u2(x) − u(x) = u(u(x) − x) = u(0) = 0

Donc u(x) ∈ F. De plus pour tout x ∈ F, on a u(x) = x, par conséquent uF = IdF.2. (Droite vectorielle stable par u ) : Soit E un espace vectoriel, x un vecteur non nul de
E, et D = Vect(x) la droite vectorielle engendrée par x. Si D est stable par u, alors
u(x) ∈ D, il existe alors λ ∈ K tel que u(x) = λx. Réciproquement, s’il existe λ ∈ Ktel que u(x) = λx, alors pour tout y = αx ∈ D, on a u(y) = αu(x) = αλx ∈ D. Parsuite

D = Vect(x) est stable par u ⇐⇒ ∃λ ∈ K , tel que, u(x) = λx.

Proposition 1.2.

Soient E1, . . . , Er des sous-espaces vectoriels de E et u un endomorphisme de E.
Si E1, . . . , Er sont stables par u, alors :

1. Le sous espace vectoriel
r⋂
i=1

Ei est stable par u.
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2.1 Sous espaces stables

2. Le sous espace vectoriel
r∑
i=1

Ei est stable par u. En particulier, si les sous

espaces vectoriels sont en somme directe, le sous espace vectoriel
r⊕
i=1

Ei

est stable par u.

Démonstration :

1. u( r⋂
i=1

Ei) ⊆
r⋂
i=1

u(Ei) ⊆
r⋂
i=1

Ei.
2. Soit x ∈ r∑

i=1

Ei, ils existent x1 ∈ E1, . . . , xr ∈ Er tels que x = x1 + . . .+ xr. On a donc
u(x) = u(x1) + . . .+ u(xr) ∈

r∑
i=1

Ei.
Théorème 1.3.

Soit E un espace vectoriel et u, v ∈ L(E) . Si u et v commutent, alors Im v etker v sont stables par u.

Démonstration :Soit y ∈ Im v et x ∈ E tel que y = v(x). On a u(y) = u(v(x)) = v(u(x)) ∈ Im v.Soit x ∈ ker v, on a v(u(x)) = u(v(x)) = u(0) = 0, donc u(x) ∈ ker v.
Remarque : Soit u ∈ L(E). Puisque u commute avec lui même, les sous espaces vectorielskeru et Imu sont stables par u.

Proposition 1.4.

Soit E un espace vectoriel et u ∈ L(E). Soit F un sous espace vectoriel de E et
(e1, . . . , ep) une famille génératrice de F. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. F est stable par u,
2. Pour tout 1 ≤ i ≤ p, u(ei) ∈ F.

Démonstration :
1.⇒ 2. Par définition de la stabilité.Réciproquement, supposons 2. et soit x ∈ F, alors ils existent λ1, . . . , λp ∈ K tels que
x =

p∑
i=1

λiei. Donc u(x) = p∑
i=1

λiu(ei) ∈ F.
ENS-Fès 6 Mohamed Aqalmoun
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Proposition 1.5.

Soient E un espace vectoriel de dimension n, F un sous-espace vectoriel de E de
dimension p et u un endomorphisme de E.
F est stable par u si, et seulement si, la matrice de u dans toute base adaptée

à F est de la forme
(
A B

0 D

)
où A ∈Mp(K).

Démonstration :Soit B une base adaptée à F, c’est-à-dire B est de la forme B = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en)où (e1, . . . , ep) est une base de F. Donc F est stable par u si, et seulement si, pour chaque
1 ≤ i ≤ p, u(ei) est combinaison linéaire des vecteurs e1, . . . , ep. Ceci prouve le résultat.
Remarque : La matrice A représente la matrice de l’endomorphisme uF dans la base
(e1, . . . , ep).
2.2 Polynômes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On note u0 = IdE
un = u ◦ . . . ◦ u︸ ︷︷ ︸

n fois si n ≥ 1
Ainsi pour n ≥ 1, un = un−1 ◦ u = u ◦ un−1.

Définition 2.1.

Soit u ∈ L(E) et P =

n∑
k=0

akX
k ∈ K[X]. L’endomorphisme P(u) est défini par ;

P(u) :=

n∑
k=0

aku
k = a0IdE + a1u+ . . .+ anu

n

Remarque : Si P = c est un polynôme contant, alors P(u) = c IdE.
Proposition 2.2.

Soit u ∈ L(E). L’application ϕ : K[X] → L(E) définie par ϕ(P) = P(u) est un
morphisme d’algèbres c’est-à-dire linéaire, ϕ(PQ) = P(u) ◦Q(u) et ϕ(1) = IdE.

Démonstration :Il est clair que ϕ est linéaire et ϕ(1) = ϕ(X0) = u0 = IdE.Soient P =

n∑
k=0

akX
k, Q ∈ K[X].

ENS-Fès 7 Mohamed Aqalmoun
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2.2 Polynômes d’endomorphismes

Si Q est de la forme Q = Xl. Alors
ϕ(PQ) = ϕ

(
n∑
k=0

akX
k+l

)
=

n∑
k=0

aku
k+l

=

n∑
k=0

aku
k ◦ ul =

(
n∑
k=0

aku
k

)
◦ ul

= P(u) ◦Q(u) = ϕ(P) ◦ϕ(Q)

Revenant au cas général, où Q =

m∑
l=0

blX
l est un polynôme quelconque. On a

ϕ(PQ) = ϕ(

m∑
l=0

blPX
l) =

m∑
l=0

blϕ(PX
l) =

m∑
l=0

blϕ(P) ◦ϕ(Xl)

= ϕ(P) ◦
(

m∑
l=0

blϕ(X
l)

)
= ϕ(P) ◦

(
ϕ(

m∑
l=0

blX
l)

)
= ϕ(P) ◦ϕ(Q)

Version matricielle : Soit M ∈ Mn(K) et P =

m∑
k=0

akX
k ∈ K[X]. On note par P(M) la

matrice
P(M) :=

m∑
k=0

akM
k = a0Ip + a1M+ . . .+ amM

m

L’application Ψ : K[X] → Mn(K) définie par Ψ(P) = P(M) est un morphisme d’algèbresc’est-à-dire linéaire, Ψ(PQ) = Ψ(P)Ψ(Q) et Ψ(1) = In.
Définition 2.3.

Soit P ∈ K[X].
1. Soit u ∈ L(E) . On dit que P est un polynôme annulateur de u si P(u) = 0.
2. Soit M ∈ Mn(K). On dit que P est un polynôme annulateur de M si
P(M) = 0.

Exemple : Si u est un projecteur de E, alors P = X2 − X est un polynôme annulateur de
u. Le polynôme X2 − 1 est annulateur de toute symétrie de E.

Proposition 2.4.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et u ∈ L(E),
notons M =MB (u). Pour tout polynôme P ∈ K[X], on a

MB (P(u)) = P(M)

Ainsi, un polynôme P est annulateur de u si, et seulement si, P est annulateur
de M.

ENS-Fès 8 Mohamed Aqalmoun
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Démonstration :L’applicationMB : L(E)→Mn(K) est un isomorphisme d’algèbres, en particulier,MB (P(u)) =

P(MB (u)) = P(M). Plus précisément, si P =

m∑
k=0

akX
k, alors

MB (P(u)) =MB (
m∑
k=0

aku
k) =

m∑
k=0

akMB (u)
k = P(MB (u)) = P(M)

De plus, P(u) = 0 si, et seulement si, MB (P(u)) = 0 si, et seulement si, P(M) = 0.
2.3 Polynôme minimal

Théorème et définition 3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit u ∈ L(E) (respectivement M ∈
Mn(K)). Il existe un unique polynôme annulateur de u (respectivement de M)
de degré minimum et unitaire appelé polynôme minimal de u (respectivement de
M) . On le note πu (respectivement πM).

Démonstration :Soit I l’ensemble des polynômes annulateurs de u, c’est-à-dire
I = {P ∈ K[X] / P(u) = 0} = kerϕ.

Clairement I est un idéal de K[X] ( c’est le noyau du morphisme d’algèbres ϕ : P 7→
ϕ(P) = P(u)). On sait que dimL(E) = n2, donc (IdE, u, . . . , un2) est une famille liée. Il existe
α0, α1, . . . , αn2 non tous nuls tels que n2∑

k=0

αku
k = 0. Par suite P =

n2∑
k=0

αkX
k est un polynôme

annulateur non nul de u. On en déduit alors que I est un idéal non nul de K[X], il existe alorsun unique polynôme unitaire πu tel que I = (πu) (I est l’idéal engendré par le polynôme
πu). Puisque πu ∈ I, on a πu(u) = 0. Si P est un polynôme unitaire annulateur de u, alors
P ∈ I, et donc P = Qπu où Q ∈ K[X]. Par suite deg(P) = deg(Q) + deg(πu) ≥ deg(πu).
Exemple :1. πIn = X− 1.

2. Soit M =

(
0 1

0 0

). On a M2 = 0, d’autre part M n’admet aucun polynôme annulateurunitaire de degré ≤ 1, donc πM = X2.
Proposition 3.2.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L(E). Si P est un polynôme
annulateur de u, alors πu divise P.

Démonstration :On conserve les notations de la démonstration précédente. P est annulateur de u, donc
P ∈ I = (πu), ou encore P = Qπu où Q ∈ K[X]. D’où πu divise P.
ENS-Fès 9 Mohamed Aqalmoun
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2.4 Décomposition des noyaux

Remarque : On a la version matricielle suivante : Si P est un polynôme annulateur d’unematrice M ∈Mn(K), alors πM divise P.
Théorème 3.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, B une base de E et u ∈ L(E). Soit
A =MB (u) la matrice de u dans la base B . Alors πu = πA.

Démonstration :C’est une conséquence du fait qu’un polynôme P est annulateur de u si et seulement s’il estannulateur de A.
2.4 Décomposition des noyaux

Théorème 4.1. (Lemme des noyaux)
Soit u ∈ L(E) et P,Q ∈ K[X] tels que P ∧Q = 1. Alors

ker((PQ)(u)) = ker(P(u))⊕ ker(Q(u)).

De plus, la projection de ker((PQ)(u)) sur ker(P(u)) et parallèlement auker(Q(u)) est un polynôme en u.

Démonstration :Par le théorème de Bézout , puisque P et Q sont premiers entre eux, ils existent deuxpolynômes R, S ∈ K[X] tels que RP +QS = 1. Par suite
R(u) ◦ P(u) + S(u) ◦Q(u) = IdE.

Soit x ∈ ker(P(u)) ∩ ker(Q(u)), alors x = IdE(x) = (R(u) ◦ P(u)) (x) + (S(u) ◦Q(u)) (x) = 0puisque
(R(u) ◦ P(u)) (x) = R(u) (P(u)(x)) = R(u)(0) = 0

et
(S(u) ◦Q(u)) (x) = S(u) (Q(u)(x)) = 0

Il vient alors que la somme ker(P(u)) + ker(Q(u)) est directe.Si x ∈ ker(P(u)), alors
((PQ)(u)) (x) = ((QP)(u)) (x) = Q(u) (P(u)(x)) = Q(u)(0) = 0

Donc ker(P(u)) ⊆ ker((PQ)(u)), de même on a ker(Q(u)) ⊆ ker((PQ)(u)). D’où
ker(P(u))⊕ ker(Q(u)) ⊆ ker((PQ)(u)).

Soit x ∈ ker((PQ)(u)), on a
x = IdE(x) = (R(u) ◦ P(u)) (x) + (S(u) ◦Q(u)) (x)

ENS-Fès 10 Mohamed Aqalmoun
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Posons x1 = (S(u) ◦Q(u)) (x) et x2 = (R(u) ◦ P(u)) (x) de sorte que x = x1 + x2. On a
x1 ∈ ker(P(u)), en effet ;

P(u) (x1) = P(u) (S(u) ◦Q(u)(x)) = ((PSQ) (u)) (x)

= ((SPQ)(u)) (x) = S(u) ((PQ)(u)(x))

= P(u)(0) = 0

De même on démontre que x2 ∈ ker(Q(u)). Donc x ∈ ker(P(u))+ ker(Q(u)). Finalement ona ker((PQ)(u)) = ker(P(u))⊕ ker(Q(u)).Notons p1 = S(u) ◦Q(u) et p2 = R(u) ◦ P(u). Les deux endomorphismes p1 et p2 sont despolynômes en u. Pour x ∈ ker((PQ)(u)), on a x = x1 + x2 avec x1 = p1(x) ∈ ker P(u) et
x2 = p2(x) ∈ kerQ(u). Par conséquent p1 est la projection de ker((PQ)(u)) sur ker P(u) etparallèlement au kerQ(u).

Corollaire 4.2. (Lemme des noyaux généralisé)
Soit u ∈ L(E) et P1, . . . , Pr des polynômes de K[X] deux à deux premiers entre
eux et P = P1 . . . Pr. Alors

ker(P(u)) = r⊕
i=1

ker(Pi(u)).
De plus, la projection de ker(P(u)) sur ker(Pj(u)) et parallèlement à la somme
r⊕

i=1,i 6=j
ker(Pi(u)) est un polynôme en u.

Démonstration :Par récurrence sur r.Le résultat est immédiat pour r = 1. Supposons le résultat pour r ≥ 1 polynômes premiersentre eux deux à deux. Soient P1, . . . , Pr, Pr+1, r + 1 polynômes premiers entre eux deux àdeux. Posons P = P1 . . . PrPr+1 et Q = P1 . . . Pr de sorte que P = QPr+1. Clairement les deuxpolynômes Q et Pr+1 sont premiers entre eux, d’après le théorème précédent, on a
ker(P(u)) = ker((QPr+1)(u)) = ker(Q(u))⊕ ker(Pr+1(u))Les polynômes P1, . . . , Pr sont premiers entre eux, d’après l’hypothèse de récurrence, on a

ker(Q(u)) = ⊕ri=1 ker(Pi(u))Par conséquent
ker(P(u)) = ker(Q(u))⊕ ker()Pr+1(u) = ⊕ri=1 ker(Pi(u))⊕ ker(Pr+1)(u) = r+1∑

i=1

ker(P(ui))
Exemple : Soit E un espace vectoriel et s une symétrie de E. On considère le polynôme
P = X2 − 1 = (X− 1)(X+ 1). Comme les polynômes X− 1 et X+ 1 sont premiers entre eux,d’après le théorème des noyaux, ker(P(s)) = ker(s− IdE)⊕ker(s+ IdE). D’autre part, puisque
s est une symétrie, P(s) = s2 − IdE = 0. D’où E = ker(s− IdE)⊕ ker(s+ IdE).
ENS-Fès 11 Mohamed Aqalmoun
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2.5 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Remarque : Un cas particulier : Si λ1, . . . , λr ∈ K sont deux à deux distincts et P =∏r
i=1(X− λi), alors

ker P(u) = r⊕
i=1

ker(u− λiIdE)
Corollaire 4.3.

Soit u ∈ L(E) et P1, . . . , Pr des polynômes de K[X] deux à deux premiers entre
eux et P = P1 . . . Pr. Si P est un polynôme annulateur de u, alors

E =

r⊕
i=1

ker(Pi(u)).
Démonstration :Il suffit de remarquer que ker(P(u)) = E.
2.5 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

Définition 5.1.

Soit u ∈ L(E) et λ ∈ K.
1. On dit que λ est une valeur propre de u, s’il existe un vecteur non nul x

de E tel que u(x) = λx.
2. Si λ est une valeur propre de u, tout vecteur x ∈ E \ {0} tel que u(x) = λx

est appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.
3. L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et se notesp(u) ou spec(u).

Exemple : Soit u l’endomorphisme de R2 défini par u(x, y) = (x+y, x+y). On a u(1, 1) =
(2, 2) = 2(1, 1). Donc 2 est une valeur propre de u, et (1, 1) est un vecteur propre de uassocié à la valeur propre 2.

Proposition 5.2.

Soit u ∈ L(E) et λ ∈ K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. λ est une valeur propre de u,
2. L’endomorphisme u− λ IdE n’est pas injectif.
3. ker(u− λ IdE) 6= {0}.

Si de plus E est de dimension finie, les assertions précédentes sont équivalentes
à u− λ IdE n’est pas un isomorphisme.

Démonstration :
λ est une valeur propre de u si, et seulement si, il existe un vecteur non nul x tel que
u(x) = λx si, et seulement si, il existe un vecteur non nul x tel que (u− λ IdE)(x) = 0 si, et
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

seulement si, u− λ IdE n’est pas injectif.Trivialement, 2. et 3. sont équivalentes.
Corollaire 5.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, L(E) et λ ∈ K. Alors λ ∈ Sp(u) si,
et seulement si, det(u− λ IdE) = 0

Démonstration :
λ ∈ Sp(u)si, et seulement si, u − λ IdE n’est pas un isomorphisme si, et seulement si,det(u− λ IdE) = 0
Remarque : Soit u ∈ L(E). Alors 0 ∈ sp(u) si, et seulement si, u n’est pas injectif. Si deplus E est de dimension finie, alors 0 ∈ sp(u) si, et seulement si, u n’est pas un isomorphisme.

Définition 5.4. (Sous espace propre)
Soit u ∈ L(E) et λ une valeur propre de u. Le sous espace propre associé à la
valeur propre λ est le sous espace vectoriel noté Eλ(u), défini par

Eλ(u) := ker(u− λIdE) = {x ∈ E / u(x) = λx}.

Exemple : On considère l’endomorphisme de R2 défini apr f(x, y) = (x + y, x + y). On a
2 ∈ sp(u), et E2(u) = {(x, y) ∈ R2/u(x, y) = 2(x, y)} = {(x, y) ∈ R2/x = y} = Vect ((1, 1))
Remarques : Si λ est une valeur propre de u, alors :1. Le sous espace propre Eλ(u) est formé de tous les vecteurs propres associés à lavaleur propre λ et du vecteur nul.2. dim(Eλ(u)) ≥ 1, en d’autres termes Eλ(u) est un sous espace vectoriel non nul.3. Le vecteur nul n’est jamais un vecteur propre (c’est par définition).

Théorème 5.5. ( Somme de sous espaces propres)
Soit u ∈ L(u), soient λ1, . . . , λr des valeurs propres deux à deux distinctes de u
(r ≥ 2). Alors les sous espaces propres Eλ1(u), . . . , Eλr(u) sont en somme directe
c’est-à-dire

r∑
i=1

Eλi(u) =

r⊕
i=1

Eλr(u)

Démonstration :Pour 1 ≤ i ≤ r, posons Pi = X − λi et P =
∏r
i=1 Pi. Comme les λi, 1 ≤ i ≤ r, sont deux àdeux distincts, les polynômes Pi , 1 ≤ i ≤ r, sont premiers entre eux deux à deux. Par leLemme des noyaux généralisé, on a

ker(P(u)) = r⊕
i=1

ker(Pi(u))
ENS-Fès 13 Mohamed Aqalmoun
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2.5 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

En particulier la somme r∑
i=1

Eλi(u) =

r∑
i=1

ker(Pi(u)) est directe.

Remarque : Un cas particulier (r = 2) : Si λ et µ sont deux valeurs propres distinctes de
u, alors

Eλ(u) ∩ Eµ(u) = {0}

Corollaire 5.6.

Soit u ∈ L(E). Si e1, . . . , er sont des vecteurs propres de u associés à des valeurs
propres deux à deux distinctes, alors la famille (e1, . . . , er) est libre.

Démonstration :Soient λ1, . . . , λr des valeurs propres de u deux à deux distinctes et e1, . . . , er des vec-teurs propres de u associés respectivement au valeurs propres λ1, . . . , λr. Soit maintenant,
α1, . . . , αr ∈ K tels que α1e1 + . . . + αrer = 0, puisque la somme Eλ1(u) + . . . + Eλr(u) estdirecte et αiei ∈ Eλi(u), on a donc 1 ≤ ∀i ≤ r, αiei = 0, ainsi αi = 0 (ei 6= 0 car c’est unvecteur propre). On en déduit alors que la famille (e1, . . . , rr) est libre.

Corollaire 5.7.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E.
L’endomorphisme u admet au plus n valeurs propres deux à deux distinctes.

Démonstration :Soient λ1, . . . , λr des valeurs propres deux à deux distinctes de u. Pour chaque 1 ≤ i ≤ r, soit
ei un vecteur propre de u associé à λi. D’après le résultat précédent, la famille (e1, . . . , er)est libre, par conséquent r ≤ n.
Éléments propres d’une matrice carrée :

Définition 5.8.

Soit M ∈Mn(K) et λ ∈ K.
1. On dit que λ est une valeur propre de M, s’il existe un

vecteur colonne non nul X ∈Mn,1(K) tel que MX = λX.
2. Si λ est une valeur propre de M, tout vecteur X ∈ Mn,1(K) \ {0} tel que
MX = λX est appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.

3. L’ensemble des valeurs propres de M est appelé le spectre de M et se
note sp(M) ou spec(M).

4. Soit λ une valeur propre de M, le sous espace propre associé à la valeur
propre λ, noté Eλ(M) est le sous espace vectoriel Eλ(M) = ker(M−λIn) =
{X ∈Mn,1(K) / MX = λX}.
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Proposition 5.9.

Soit M ∈Mn(K) et λ ∈ K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. λ est une valeur propre de M,
2. A− λIn n’est pas inversible,
3. det(M− λIn) = 0.

Démonstration :
λ est une valeur propre de M si et seulement s’il existe un vecteur colonne non nul X ∈
Mn,1(K) tel que MX = λX ou encore (M− λIn)X = 0 si, et seulement si, M− λIn n’est pasinversible. De plus la matriceM−λIn est non inversible si, et seulement si, det(M−λIn) = 0.
Remarque : La proposition précédente, donne une méthode pratique pour trouver les va-leurs propres d’une matrice, a savoir ; λ est une valeur propre de M si, et seulement si, λest une solution de l’équation det(M− λIn) = 0.Le théorème suivant donne un lien entre les éléments propres d’un endomorpjhisme et ceuxde sa matrice dans une base fixée.

Théorème 5.10.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Soient u ∈ L(E)
et M =MB (u). Alors

1. Sp(u) = Sp(M).
2. Soit λ ∈ Sp(u)(= Sp(M)) , x ∈ E et X =MB (x). Alors x est un vecteur

propre de u associé à la valeur propre λ si, et seulement si, X est un
vecteur propre de M associé à la même valeur propre λ.

Démonstration :

1. λ ∈ sp(u) si, et seulement si, u − λ IdE n’est par injectif (n’est pas inversible) si,et seulement si, MB (u − λ IdE) = M − λIn n’est pas inversible si, et seulement si,
λ ∈ sp(M).2. u(x) = λx si, et seulement si, MB (u(x)) =MB (λx) si, et seulement si, MX = λX.

Proposition 5.11.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L(E). Soit λ ∈ sp(u),
x ∈ Eλ(u) et P ∈ K[X]. Alors P(u)(x) = P(λ)x, en particulier P(λ) est une valeur
propre de P(u).

Démonstration :Montrons d’abord par récurrence sur k, que uk(x) = λkx.
u0(x) = IdE(x) = λ0x. Supposons, pour k ∈ N, que uk(x) = λkx. On a uk+1(x) = u(uk(x)) =
u(λkx) = λku(x) = λkλx = λk+1x.Soit P =

m∑
k=0

akX
k, on a P(u)(x) = m∑

k=0

aku
k(x) =

m∑
k=0

akλ
kx = (

m∑
k=0

akλ
k)x = P(λ)x.
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2.6 Polynôme caractéristique d’un endomorphisme, d’une matrice

Comme λ ∈ Sp(u), le sous espace vectoriel Eλ(u) est non nul, soit alors x0 un vecteur nonnul de Eλ(u). On a P(u)(x0) = P(λ)(x0), par conséquent P(λ) est une valeur propre de P(u).
Remarque : La version matricielle du résultat précédent ; si M ∈ Mn(K), X un vecteurpropre de M associé à la valeur propre λ et P ∈ K[X]. Alors P(M)X = P(λ)X.

Corollaire 5.12.

Soit E un espace vectoriel, u ∈ L(E) et P ∈ K[X]. Si P est un polynôme annulateur
de u, alors toute valeur propre de u est une racine de P. En d’autres termes

Sp(u) ⊆ { les racines de P}

Démonstration :Soit λ ∈ Sp(u) et x un vecteur propre associé à λ. D’après la proposition précédente, on a
P(λ)x = P(u)(x) = 0 et x 6= 0, donc P(λ) = 0 c’est-à-dire λ est une racine de P.
Remarque : Si P est un polynôme annulateur de u, il se peut que l’une des racines de P nesoit pas une valeur propre de u, comme le montre l’exemple suivant : u = IdE et P = X(X−1).Clairement P est annulateur de u. Mais 0 est une racine de P qui n’est pas une valeur proprede u.

Corollaire 5.13.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L(E) un endomorphisme
nilpotent. Alors Sp(u) = {0}.

Démonstration :
u nilpotent, donc non injectif, ainsi 0 est une valeur propre de u.Réciproquement, soit λ une valeur propre de u. Comme u nilpotent, il existe m ∈ N tel que
um = 0. par suite Xm est un polynôme annulateur de u, donc λm est une valeur propre del’endomorphisme nul. Il vient que λm = 0, d’où λ = 0.
2.6 Polynôme caractéristique d’un endomorphisme, d’une matrice

Définition 6.1.

Soit M ∈ Mn(K). Le polynôme caractéristique de M est le polynôme noté χM
à coefficients dans K défini par : χM(X) := det(M− XIn).

Exemples :1. Le polynôme caractéristique de l’identité : χIn(X) = det(In−XIn) = det((1−X)In) =
(1− X)n det(In) = (1− X)n.

2. Soit M la matrice M =

(
a b

c d

)
∈M2(K). Alors
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

χM(X) =

∣∣∣∣a− X b

c d− X

∣∣∣∣ = X2 − (a+ d)X+ (ad− bc). Par suite ;
χM(X) = X2 − tr(M)X+ det(M).

Cette formule est valable pour toute matrice d’ordre deux.
Définition 6.2.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Le polynôme caracté-
ristique de u noté χu est le polynôme caractéristique des d’une de ses matrices
dans une base de E (ce polynôme ne dépend pas du choix de cette base). Ainsi,
si M est la matrice de u dans une base B de E, on a par définition χu = χM.

Remarque : (Pour la justification de la définition précédente)Soit E un espace vectoriel de dimension n, u ∈ L(E), B et B ′ deux bases de E. Notons M(respectivement M ′) la matrice de u dans la base B (respectivement B ′). Par la formule dechangement de bases, il existe une matrice inversible P ∈Mn(K) tel que
M = PM ′P−1

On vérifie facilement que M− XIn = P(M ′ − XIn)P
−1, on a donc

χM = det(M− XIn) = det(P(M ′ − XIn)P
−1) = det(M ′ − XIn) = χM ′

Ce qui donne la consistance à la définition précédente.
Proposition 6.3.

Soit M ∈Mn(K).
1. χM est un polynôme de degré n et de coefficient dominant (−1)n.
2. Le coefficient de Xn−1 de χM est (−1)n−1 tr(M).
3. Le terme constant est det(M)

Remarque : On peut résumer la proposition précédente dans la formule suivante : Pourtoute matrice M ∈Mn(K) on a :
χM(X) = (−1)nXn + (−1)n−1 tr(M)Xn−1 + . . .+ det(M)

Théorème 6.4.

1. Soit M ∈Mn(K). Les valeurs propres de M sont les racines de χM dans
K.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Les valeurs propres
de u sont les racines de χu dans K.

Démonstration :
λ valeur propre de M si, et seulement si, det(M − λIn) = 0 si, et seulement si, χM(λ) = 0si, et seulement si, λ racine de χM.
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2.6 Polynôme caractéristique d’un endomorphisme, d’une matrice

Remarque : (Cas d’une matrice triangulaire) : Soit M une matrice triangulaire dont lescoefficients diagonaux m1,1, . . . ,mn,n. Alors M − XIn est aussi une matrice triangulairedont les coefficients diagonaux m1,1 − X, . . . ,mn,n − X. Par suite χM = det(M − XIn) =∏n
i=1(mi,i − X). En particulier les valeurs propres de M sont ses coefficients diagonaux.

Proposition 6.5.

1. Soit M ∈ Mn(K). Alors M possède au plus n valeurs propres deux à
deux distinctes.

2. Soit u ∈ L(E) où E est un espace vectoriel de dimension n. Alors u
possède au plus n valeurs propres deux à deux distinctes.

Démonstration :Les valeurs propres de u (respectivement de M ) sont les racines du polynôme caractéris-tique, qui est un polynôme de degré n, et ce dernier possède au plus n racines deux à deuxdistinctes.
Proposition 6.6.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E) et F un sous espace
vectoriel de E stable par u.

1. χuF divise χu.
2. Si G est un supplémentaire de F dans E (i.e E = F ⊕ G) et stable par u,

alors χu = χuFχuG .

Démonstration :

1. Soit B = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en) une base adaptée à F de sorte que (e1, . . . , ep) soitune base de F. La matrice de u dans cette base est de la forme(
A B

0 C

)
Où A est la matrice de uF dans la base (e1, . . . , ep). On a donc

χu =

∣∣∣∣A− XIp B

0 C− Xn−p

∣∣∣∣ = det(A− XIp) det(C− XIn−p) = χuFχC

Par conséquent χuF divise χu.2. Soit B = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en) une base adaptée à la somme F ⊕ G, c’est-à-dire
(e1, . . . , ep) base de F et (ep+1, . . . , en) base de G. Dans cette base la matrice de uest de la forme (

A 0

0 C

)
Où A est la matrice de uF dans la base (e1, . . . , ep) et C est la matrice de uG dansla base (ep+1, . . . , en). On a

χu =

∣∣∣∣A− XIp 0

0 C− XIn−p

∣∣∣∣ = det(A− XIp) det(C− XIn−p) = χuFχuG

D’où le résultat.
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Définition 6.7.

On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre λ (d’un endomorphisme ou
matrice), et on note mλ, son ordre de multiplicité en tant que racine du polynôme
caractéristique.

Remarque : Par définition de mλ, on a
mλ = max{k ∈ N/ (X− λ)k divise χu}

Ainsi, un entier k ≤ mλ si, et seulement si, (X− λ)k divise χu.
Théorème 6.8.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Soit λ une valeur propre
de u et mλ son ordre de multiplicité. Alors

1 ≤ dim(Eλ(u)) ≤ mλ

Démonstration :Soit p = dimEλ(u). Le sous espace vectoriel Eλ(u) est stable par u, d’après la propositionprécédente, χuEλ(u) divise χu. Puisque uEλ(u) = IdEλ(u), son polynôme caractéristique estdonné par χuEλ(u) = (λ− X)p. Par suite (λ− X)p divise χu, d’où p ≤ mλ.
2.7 Theorème de Cayley-Hamilton

Théorème 7.1. (Théorème de Cayley-Hamilton)
1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Alors χu(u) = 0.
2. Soit M ∈Mn(K). Alors χM(M) = 0

En d’autres termes, le polynôme caractéristique de u (respectivement de M)
annule u (respectivement M).

Démonstration :Soit u un endomorphisme de E et x ∈ E un vecteur non nul. Montrons que χu(u)(x) = 0(le cas de x = 0 est trivial). Notons F le sous espace vectoriel F = Vect(uk(x), k ∈ N) =Vect(x, u(x), . . . , un(x), . . .) et
r = max{k ∈ [[1, n]]/ la famille (x, u(x), . . . , uk−1(x)) soit libre}

La famille (x, u(x), . . . , ur−1(x)) est une base de F. Cette famille est libre, il suffit donc demontrer qu’il est génératrice. Puisque r+1 > r, la famille (x, u(x), . . . , ur(x)) est liée. D’autrepart la famille (x, u(x), . . . , ur−1(x)) est libre, donc ur(x) ∈ Vect(x, u(x), . . . , ur−1(x)). Parune récurrence simple on vérifie que ∀k ∈ N, uk(x) ∈ Vect(x, u(x), . . . , ur−1(x)). Il vientalors que F = Vect(x, u(x), . . . , ur−1(x)). Comme ur(x) ∈ F, il existe a0, . . . , ar−1 ∈ K tels que
ur(x) = a0x+a1u(x)+. . .+ar−1u

r−1(x). SoitQ le polynômeQ = Xr−ar−1X
r−1−. . .−a1X−a0.
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2.7 Theorème de Cayley-Hamilton

L’espace vectoriel F est stable par u, notons que BF = (x, u(x), . . . , ur−1(x)) est une base de
F et

MBF(uF) =


0 0 . . . a0
1 0 . . . a1... . . . . . . ...
0 . . . 1 ar−1



Calculons maintenant le polynôme caractéristique de χuF . On a χuF =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 0 . . . a0
1 −X . . . a1... . . . . . . ...
0 . . . 1 ar−1 − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,à l’aide de l’opération élémentaire L1 ← L1 + XL2 + X
2L3 + . . .+ X

r−1Lr, on obtient
χu =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 . . . a0 + Xa1 + . . .+ X

r−1(ar−1 − X)
1 −X . . . a1... . . . . . . ...
0 . . . 1 ar−1 − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 . . . −Q
1 −X . . . a1... . . . . . . ...
0 . . . 1 ar−1 − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Par un développement par rapport à la première ligne, il vient que

χuF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 . . . −Q
1 −X . . . a1... . . . . . . ...
0 . . . 1 ar−1 − X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)r+1Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −X . . . a1
0 1 . . . a2... . . . . . . ...
0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)rQ

Puisque χuF divise χu, il existe alors un polynôme S ∈ K[X] tel que χu = SχuF = (−1)rSQ.Par définition de Q, on a Q(u)(x) = ur(x) − ar−1u
r−1(x) − . . . − a1u(x) − a0x = 0, on endéduit alors que

χu(u)(x) = (−1)rS(u) (Q(u)(x)) = 0

Ceci montre que pour tout x ∈ E, χu(u)(x) = 0. D’où χu(u) = 0.
Corollaire 7.2.

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Alors πu divise
χu.

2. Soit M ∈Mn(K). Alors πM divise χM.

Démonstration :
χu est un polynôme annulateur de u donc πu divise χu.
Exemple : Soit A ∈M2(K) une matrice carrée d’ordre 2. On sait χA = X2−tr(A)X+det(A).Le théorème Cayley-Hamilton dit, pour les matrice carrées d’ordre 2, que

A2 − tr(A)A+ det(A)I2 = 0
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Proposition 7.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E) et λ ∈ K. Alors λ est
une valeur propre de u si, et seulement si, λ est une racine de πu. En d’autres
termes, les valeurs propres de u sont les racines du polynômes minimal πu.

Démonstration :Si λ est une racine de π, d’après le résultat précédente, λ est aussi racine de χu, donc c’estune valeurs propre de u. Réciproquement, si λ est une valeur propre de u alors λ est uneracine de π puisque π est un polynôme annulateur de u.
2.8 Sous espaces caractéristiques

Définition 8.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, u ∈ L(E) et λ une valeur propre de
u de multiplicité mλ. On appelle sous espace caractéristique de u associé à la
valeur propre λ qu’on note Nλ(u), le sous espace vectoriel

Nλ(u) := ker((u− λIdE)mλ)
Remarques :1. Nλ(u) est stable par u car les deux endomorphismes u et (u− λ IdE)mλ commutent.2. Eλ(u) ⊆ Nλ(u).Le lemme des noyaux donne le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.

Les sous espaces caractéristiques associés à des valeurs propres deux à deux
distinctes sont en somme directe.

Démonstration :Soient λ1, . . . , λr des valeurs propres deux à deux distinctes de u. Clairement les polynômes
(X−λ1)

mλ1 , . . . , (X−λr)
mλr sont deux à deux premiers entre eux, on en déduit par le lemmedes noyaux que la somme∑r

i=1Nλi(u) est directe. En combinant le lemme des noyaux avecle théorème de Cayley-Hamilton, on obtient le corollaire suivant :
Corollaire 8.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Si le polynôme caracté-
ristique de u est scindé, alors

E =
⊕

λ∈Sp(u)Nλ(u)
De plus la projection de E sur chaque sous espace caractéristique Nλ(u) et
parallèlement au autres sous espaces caractéristiques est un polynôme en u.
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2.8 Sous espaces caractéristiques

Démonstration :Immédiate.
Théorème 8.4. (polynôme caractéristique d’un endomorphisme nilpotent)
Soit E un K espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E) un endomorphisme
nilpotent. Alors

χu = (−1)nXn

Démonstration :Montrons le résultat par récurrence sur dimE = n ≥ 1. Si dimE = 1 et u un endomorphismenilpotent de E alors u = 0, par conséquent χu = −X. On suppose la propriété vraie pourtout endomorphisme nilpotent d’un K espace vectoriel de dimension n avec n ≥ 1. Soit
u un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension n + 1. Puisque u estnilpotent, u est non injectif et il existe alors un vecteur non nul e1 tel que u(e1) = 0.Complétons maintenant (e1) en une base (e1, . . . , en+1) de E. La matrice de u dans cettebase est de la forme

A =

(
0 B

0 C

)
Avec B ∈M1,n(K) et C ∈Mn(K). Comme u est nilpotent, sa matrice A est nilpotente et ilexiste p ≥ 1 tel que Ap = 0. Puisque Ap est de la forme

Ap =

(
0 B ′

0 Cp

)
Avec B ′ ∈ M1,n(K), la matrice Cp est nulle, par conséquent C est nilpotente. Si on note vl’endomorphisme de Kn canoniquement associé à la matrice C, alors v est un endomorphismenilpotent de l’espace vectoriel Kn. Par hypothèse de récurrence le polynôme caractéristiquede v est χv = (−1)nXn. On en déduit, par un calcul par blocs, que

χu =

∣∣∣∣−X B

0 C− XIn

∣∣∣∣ = (−X)χC = (−X)χv = (−1)n+1Xn+1

La propriété est ainsi prouvée par récurrence.
Théorème 8.5.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L(E). Soit λ une valeur propre
de u.

1. dim(Nλ(u)) = mλ.
2. Soit uλ l’endomorphisme induit par u dans Nλ(u). Alors

χuλ = (−1)mλ(X− λ)mλ

Démonstration :

1. On peut écrire χu = (X − λ)mλP où P est un polynôme tel que P(λ) 6= 0. Vue que
uλ − λ IdNλ(u) est nilpotent ( (uλ − λ IdNλ(u))mλ = 0), on a χuλ = (−1)d(X − λ)d, où
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Chapitre 2 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

d = dimNλ(u). Le deux polynômes (X − λ)mλ et P sont premiers entre eux, par lelemme des noyaux on a
E = ker((u− λIdE)mλ)⊕ ker(P(u)) = Nλ(u)⊕ F

Où F = ker(P(u)) qui est un sous espace stable par u. Notons v l’endomorphismeinduit par u dans F, on a alors
χu = χuλχv = (−1)d(X− d)dχv

λ n’est pas une valeur propre de v, en effet si λ est une valeur propre de v, alors ilexiste un vecteur non nul x ∈ F tel que v(x) = λx, et donc u(x) = λx, ce qui vaut dire
x ∈ Eλ(u) ⊆ Nλ(u), on a donc un vecteur non nul x ∈ Nλ(u)∩F, ce qui est impossiblecar la somme est directe.Comme λ n’est pas une valeur propre de v, on a donc χv(λ) 6= 0 (λ n’est pas une racinede χv). Par conséquent, de l’égalité χu = (−1)d(X− λ)dχv = (X− λ)mλP, il vient que
mλ = d c’est-à-dire mλ = d = dimNλ(u).2. L’endomorphisme vλ = uλ − λ IdNλ(u) est un endomorphisme nilpotent de l’epsca vec-toriel Nλ(u), donc χvλ = (−1)mλXmλ . D’où

χuλ = det(uλ − XIdNλ(u)) = det(uλ − λIdNλ(u) − (X− λ)IdNλ(u))
= det(vλ − (X− λ)IdNλ(u)) = χvλ(X− λ)

= (−1)mλ(X− λ)mλ
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