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Devoir Libre N° 4

Travel in arithmetics

A rendre le

# On démontre dans la premiere partie un théoréme de Lagrange dont on utilise le résultat
pour démontrer le théoréeme de Wilson dans la deuxiéme partie.

# Dans la suite du probleme on s’intéresse a I'indicatrice d’Euler : la troisieme partie donne @
une formule de @(n). La quatriéme partie présente le théoreme d’Euler qui généralise le
petit théoreme de Fermat.

@ )
PROBLEME

Premiére partie :
Théoréme de Lagrange

Monter que pour tout entier n =1 et tout k € [[1, n]] kC’,§ = nCﬁ:%.
Montrer que pour tout entier premier p et tout entier k € [[1, p —1]], p divise C,’,f .

Soit p un entier premier = 3. On considere la fonction f définie sur R par :

p-1
f=1&+k
k=1
Montrer que pour toutréel xona pf(x) = (x+1) f(x+1) — xf(x).

justifier I'existence des entiers ag, a1, ..., ap-1 tels que, pour tout x € R;
p-1
flx)= Z akxp_l_k.

k=0
Montrer que ap =1 eta,—1 =(p— 1.
ATaide de la question 3.a et en faisant intervenir le bindme de Newton, montrer que pour

k .
tout entier k€ [[0,p—1]] pax = Y C]I;J_r}_’a,-.
i=0

En déduire que a; = C,zg etque pourtout ke [[2,p—1]lona:

k-1
_ rk+1 k+1-i .
kap=C," + ) C,5 ™ a;
i=1
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En déduire le théoreme de Lagrange :

p-1 p-1 )
Si p est un entier premier=3 et f(x) = [| (x+k) = )_ a;xP~1" alors les coefficients ay, ..., ap-2
k=1 i=0
sont divisibles par p.
Deuxiéme partie :

Théoreme de Wilson

On se propose dans cette partie de démontrer le théoréeme de Wilson :
Si p est un entier premier alors (p —1)! = -1 [p].

Vérifier que la propriété est vraie pour p = 2.

p est maintenant un entier premier = 3.
-2

p
Montrer que p!=1+ Z arp+(p—-1D.
k=1
Les entiers (a;); sont ceux définis a la question 3.b

En déduire que (p - 1)! = -1 [p]
Montrer que la réciproque du théoreme de Wilson est vraie.

On se propose d’étudier ce que devient le théoreme de Wilson pour les entiers non premiers
supérieurs strictement a 4.

On suppose que n > 4 et que la décomposition en produit de facteurs premiers de n comprend
au moins deux facteurs premiers distincts. Montrer que (n—1)! =0 [n].

On suppose que n > 4 et que n = p* oll p est un entier premier et a un entier strictement
supérieur a 2. Montrer que (n—1)! =0 [n].

On suppose que n > 4 et que n = p® oi1 p est un entier premier. Montrer que 1 < 2p < n et en
déduire que (n—1)! =0 [n].

Troisiéme partie :
Indicatrice d'Euler

Soit n € N*, on définit I'indicatrice d’Euler par :
@(n) = card(P(n))
ol
Pn)y={kell,nll/ knn=1}
Autrement dit ¢(n) est le nombre d’entiers naturels premiers avec n inférieurs a n.
Calculer ¢(n), pour n=1,2,7,16.
Soit p € N*. Montrer que p est premier si, et seulement si, p(p) = p — 1.
Soit p premier et @ € N*.
Soit k € N*, montrer que k et p® ne sont pas premiers eux si, et seulement si, p divise k.
Qu'’il est le nombre des multiples de p compris entre 1 et p%.
En déduire que ¢(p%) = p* — p*~L.
Soit m,n € N* deux entiers premiers entre eux , on définit 'application h : P(nm) — P(n) x

P(m) par h(x) = (r(x), s(x)) ou r(x) est le reste dans la division euclidienne de x par n et s(x) le
reste dans la division euclidienne de x par m.

MPSI 2 2/3 Agalmoun Mohamed
www.aqalmoun.com



C.P.G.E KHOURIBGA
CENTRE IBN ABDOUN 2014/2015

Montrer que h est bien définie.

Soit (r,s) € P(n) x P(m)

Justifier I'existence de deux entiers relatifs u et v tels que nu+mv =1.
On pose z = sum + rvn. Montrer que z = r[n] et z = s[m].

En déduire que h est surjective.
Montrer que h est bijective.
En déduire que p(nm) = @(n)p(m).

,
Soit n = 2, dont la décomposition en facteurs premiers s’écrit : n = H p.

i
i=1

) - 1
Démontrer que p(n) =n[] (1 - p—)
i=1 i

Quatrieme partie :
Théoreme d’Euler

Le bute de cette partie est de démontrer le théoréeme d’Euler qui s’énonce ainsi :

Soitn =2 et a un entier tel que a A n =1 alors a®" =1 [n].

Soit n e N* , a€ P(n) et r : P(n) — P(n) ol pour x € P(n), r(x) désigne le reste de la division eucli-
dienne de ax par n.

Montrer que r est bien définie.

Justifier que, pour tout x € P(n) , il existe y € P(n) telque xy =1 [n].
Montrer que r est bijective.

Justifier que, pour tout x € P(n); r(x) = ax [n].

En déduire que a®™ =1 [n].

Indication : Calculer modulo 7 ; de deux facons le produit des éléments de P(n) .

Retrouver le petit théoréme de Fermat.
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