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Devoir Libre N° 5

Développement asymptotique de n!

A rendre le

Le bute de ce probleme est :
# De trouver un équivalent de rn! : Formule de Stirling. o
# Donner un développement asymptotique de n!.

PROBLEME

Premiére partie :
Préliminaires
no1
Pour n€N*, on pose a0, = ) =
k=1
Justifier que pour tout k = 2; ! < 1 !
‘ quep B
En déduire que la suite (a ), est convergente.
nle” Unt1l n
2.| Pour neN*, on pose u,, = ——, v, =In( )yetS, = Vk.
p n i/ n 0, n ]Cg,l k

1 1
2.1| Montrer que v;, = ——— + o(—).
que vn 12172 ( 12 )
En déduire que la suite (S,), est convergente. On note ¢ sa limite.
Montrer que la suite (u,), est convergente de limite C = el*1

Vérifier que n! ~ Cy/nn"e™".

Deuxiéme partie :
Intégrale de Wallis
Le bute de cette partie est de démontrer que C = v27.

Pour n € N, on pose w, = f ’ cos” (x)dx appelé Intégrale de Wallis .
0

Calculer wy et w;.

Montrer que la suite (wy), est décroissante, et en déduire qu’elle est convergente.
n+1
n+2

Montrer que pour tout n € N; wy42 = Wh.
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Mont tout neN SO (ni2")”
. ontrer que pour tout n ; Woy=——=> et w =—.
quep 2n = zmz 2 S 2l = o)
7
5. | Justifier que pour tout n € N; wy, w =—.
que p 2nW2n+1 22n+1)
. 2 E
Montrer que n1—1>IPoon(w2n) =7
2
. 2 _ 72 Usp
Justifier que pour tout n €N, n(w.,)° = R
un

En déduire la formule de Stirling n! ~ ne™"v2nn .

Troisiéme partie :
Un développement asymptotique de n!

Notons « la limite de la suite (a,); définie dans la premiere partie et (R,), la suite définie par R;, =
a—ay.

Soient (x5), et (yn), deux suites a termes positifs avec x;,, ~ yy,.
n

On suppose que la suite (V,,), définie par V;, = Z X, est convergente de limite x.
k=0
n
Montrer que la suite (Uy),, définie par U,, = Z Yk est convergente, notons y sa limite.
k=0

Montrer que x — V;, ~ y — Uy,. (Equivalence des restes)

1 Un 1
2.| Montrer que R,, ~ —, puis que In(——) ~ —.
que Hn ~ 7 - Pusa (\/_27;) 12n
En déduire que M 1+ i + o(l) puis que n!=n"e "v2an( + L + o(l))
. Vo 12n n”’ ’ 12n n’’
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