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Devoir Libre N° 6

Polyn6me de Tchebychev

A rendre le

# On désigne par E, 'espace vectoriel R,[X] des polynome a coefficients réels et de degré
< n, ou n est un entier naturel .

# On pourra confondre les expressions : polynome et fonction polynomiale.

# Si P € Ey on pose || P|| = sup ey 1) 1P ()]

@ )
PROBLEME

Premiére partie :
Existence et unicité et premieres propriétés

Déterminer un polynoéme T, a coefficient réels vérifiant :
VOeR, T,(cosf)=cos(nd)

Justifier que cos(R) = [—1, 1], et en déduire qu’'un tel polyndme est unique.
On 'appelle le polynéme de Tchebychev d’indice n.

Donner une expression de Tj(x), lorsque x € [-1,1].

Montrer que pour tout n €N, Ty10 =2X Ty — Tj.

Déterminer Ty, T et T>.

Montrer que deg(T,) = n, et déterminer le coefficient dominant de Tj,.

Montrer que les polynémes T, et Tj,;1 sont premiers entre eux.

Monter que || Ty || = 1.

Deuxieme partie :
Racines et extrema

Déterminer les racines de T;,.
2k+1

Montrer que pour tout x € [—1,1], Ty, (x) = 2" H,’;;é (x —cosBy) , ol Oy = cos( ).

kn
11.| Pour k dans {0,1, ..., n}, on pose cx = cos(—)
n

Montrer que pour tout k € {0,1,...,n}, | T (cx)| = 1,etque pour tout k € {0, 1,...,n—1}, T, (Ck+1) =
—Tn(ck).
Les n+1 réels ¢y, ¢y, ..., c, sont appelés points de Tchebychev.
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Troisiéme partie :
Majoration d'un polynéme sur [1, +ool

Soit n =2, et ay, ay, ..., a, des réels deux a deux distincts.

Montrer que pour tout i dans {0, n}, il existe un unique polyndéme L; € E, tel que
|1 sij=i

L’(“f)‘{ 0 sij#i

L; s’appelle le i-iéme polynome de Lagrange.

On déterminera I'expression des polynoémes L;.

n
Montrer que, pour tout polynéme P € E,;, P = Z P(a;)L;, en déduire que la famille (Lg, L1, ..., Ly)
i=0
est une base de E,,.
Dans la suite, pour j € {0,1,...,n}, on prend a; = cos((n - j) 7).
n .
Montrer que T, = )_(-1)""'L;.
i=0
n
Montrer que pour tout x € [1, +oo[, Ty, (x) = Z |L; (x)].
i=0

r2+1 rin4

Montrer que pour tout r € R*, T, ( > )= oo en déduire que pour tout x = 1,
r r

1<sT,(x)<(x+Vx2+1D"
Montrer que pour tout P € Ej, et pour tout x € [1, +oo|

P < IPI(x+Vx*+D"
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