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Devoir surveillé N° 1

Il sera tenu compte,dans 'appréciation des copies,
de la précision des raisonnements ainsi que la clarté
de larédation.

MPSI1 & 2

. Définitions \

Soit E un ensemble et T < Z2(E) (écoutez mois bien! T est un ensemble formé par des parties
de E.).
# 0n dit que T est une algebre sur E si;

1. @ € T; (T contient I’ensemble vide),

2. Si A€ T alors A€ T;(T stable par passage au complementaire) ,

3. Si A,Be T alors AuB e T; (T stable par union finie). ®
# On dit que T est une tribu si T vérifie les propriétés 1. et 2. de la définition précédente et :
(%) pour toute famille (A;),en d’éléments de T, on a UpenA, € T (T est stable par union
dénombrable "ensemble d’indices est N").
# On résume : une tribu sur E est une algebre sur E dans laquelle la propriété 3. a été rem-
placée par la propriété (x).

@ ’

Exercice 1 Soient £, F deux ensembles | f: E — F une application et . une relation d'equivalence sur F. Montrer
que la relation 22 definie sur E par :

Vx,y€E ; xRy < f()Lf()
ast une refation G’QQU\VQ\QY\QQ sur E.

Exercice 2 501t 22 |a relation binaire deéfinie sur R par :

VX, VER; xZy o y—x€Z

Montrer que 22 est une relation d'aquivalence sur R.

PROBLEME

Premiere partie :
Questions préliminaires.

Soient E , F deux ensembles et f : E — F une application.

Que vaut f1(@)? f1(F)?
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Montrer que pour toute partie Ade Fona: f_1 (A) = m
Montrer que pour toute famille (A;) ,en de partiesde Fona: f‘1 (UnenAp) = Unng‘l (An).
Montrer que pour toute famille (A;) ,en de partiesde Fona: f‘1 (NpenAn) = nnng‘l (An).
Montrer que pour toute famille (B;,) ,en de partiesde Eona:
UneNBn = NpenBn €t NpenBp = UnenBp
Deuxieme partie :
Quelques exemples et propriétés.

Exemples :

Tribu Grossiere : Montrer que T := {®, E} est une tribu sur E.

Tribu discrete : Montrer que T := 2(E) est une tribu sur E.

Algebre engendrée par une partie : Soit A une partie de E, montrer que T := {®, A, A, E} est

une algebre sur E (c’est aussi une tribu sur E).

Propriétés : Soit T une tribu sur un ensemble E.

Montrerque E€ T.

Montrer que pour toute famille d’éléments de T, on a NuenyAy € T (autrement dit T est
stable par intersection dénombrable).

Montrer qu'une tribu est une algeébre.
Troisiéme partie :
Image réciproque et trace .
Soit f : E — F une application et T’ une tribu sur F. Montrer que T := {f1(A), A€ T'} est une
tribu sur E.

Soit E un ensemble, B est une partie de E et T une tribu sur E. Montrer que Tg :={BNA, Ae T}
est une tribu sur B.
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