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Devoir Libre N° 4

Limites et continuités

Soit I un intervalle de R et f: I — R une application.
1= Soit k € R;. On dit que f est k-Lipschitzienne si pour tout x,y € I, |[f(x) — f(y)| <

kix—yl. ®
@ On dit que f est Lipschetzienne, s’il existe k € Ry, telle que f soit k-
Lipschitzienne.

Exercice 1 Soit f : R} — C continue et telle que xliIP (f(x+1) = f(x)) = 0. Le but de cet
—+00

. . (x)
exercice et de montrer que lim f 3

X—+o00 X
Soit € > 0.

0.

1. Montrer qu'il existe A>0tel que Vx = A, |f(x+1) - f(x)| < £.
2. Montrer que YneN*, Vx= A,
|f(x+n) - f(x0)|<n3.

3. Onpose M = sup |f].]Justifier la définition de M.
[A,A+1]
Montrer que Vx = A,

IF (0] < M+ (x— A%
4. En déduire I'existence de A">0, tel que Vx = A’ , | f(x)| < €|x].
5. Conclure.

6. Soit f: R} — R continue telle que :

V(x,y) R, f(xy)=fx)+ f)

Montrer que :

lim M: lim xf(x)=0

X—+o00 X x—0t

nx
7. Application : Montrer que lim — = lim xInx=0
X—+00 X x—0t

PROBLEME 1

PCSI 1 1/2 Mohamed Agalmoun




C.P.G.E MEKNES
LYCEE OMAR IBN AL-KHATTAB 2018/2019

Soit I un intervalle de R et f : I — R une application.

Soit x € R. On dit que f est un point fixe de f si f(x) = x.

On dit que f est stable pour I, si f(I) c I.

On dit que f est contractante si, il existe A € [0, 1[ appelé coefficient de contraction, telle que

f soit A-Lipschitzienne.

Premiere partie :
Quelques études d’existence et d'unicité

1. Dans cette question, on considere la fonction f définie sur R par f(x) = e”*. Montrer
que f admet un unique point fixe sur I'intervalle [0, 1].

2. Soient a, b deux réels tels que a < b et f une fonction définie et continue sur I = [a, b]
tel que f([a, b]) < [a, b].

(a) Démontrer que f possede un point fixe sur [a, b].

(b) Dans cette question on suppose que f est strictement croissante, cette hypothese
est-elle nécessaire pour assurer l'unicité du point fixe ?

(c) Dans cette question on suppose que | est strictement décroissante, cette hypo-
theése est-elle nécessaire pour assurer/l'unicité du point fixe ?

Deuxieme partie
Un théoréme de point fixe

Soienta,beRetI=a,b].
On considere une fonction f : I'== R telle que : f est contractante , de coefficient de
contraction A et [ stable par f.

3. Démontrer que f est continue sur /.

4. Montrer que admet un unique point fixe a € I.

5. On définit la suite (u,), par upe I etaneN, u,1 = f(uy).
(@) Quelle hypothése permetd’assurer que la suite (u,), est bien définie ?
(b) Montrer que |uj+1 — Unl < K™ uy — ugl et |u, — al < k" |uy — al.

(c) Démontrer que (5)y est convergente de limite a.
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