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Devoir Libre N° 7

Fonctions usuelles, intégrales et équations différen-
tielles

rappel

¢ (R, R) est 'ensemble des applications continues de R dans R.

1
t
Exercice 1 On poseI:f ——dr.
0 t+V1-1¢2

1 J1—-¢2
Montrer que I = f 17

—dt.
0 t+V1-12
1 ,/1_1-2
Calculer I + f

—drt.
0 t+V1—-1¢2
En déduire la valeur de I.

PROBLEME

L'objectif du probleme est d’étudier les ensembles & et & suivants :
E={feC'RRB V(X)) eR?, flx+y)+flx—y)=2f(0)f(}
& est la partie constituée des éléments f de & telle que :

f n’est pas la fonction identiquement nulle,
f s’annule au moins une fois sur R.

Premiere Partie
Ftudede &

Montrer que la fonction cos est dans ’ensemble &.
Démontrer la formule : Y (x, y) € R?, ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y).
En déduire que la fonction ch est dans &.

Soit f un élément de &. Montrer que pour tout a € R, la fonction f; : R — R définie par
fa(x) = f(ax) estun élément de &.

On fixe un élément f de &.
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Montrer que f(0) =0 ou f(0) =1.
Montrer que si f(0) =0, alors f estla fonction identiquement nulle.
Montrer que si f(0) = 1, alors f est une fonction paire.

Deuxieme Partie
Une équation différentielle

Dans cette partie on fixe un élément f de & tel que f(0) = 1.

Montrer que pour chaque réel r >0,on a:

r X+r
Vxeﬂ%,j; f(x+y)dy:f fu)du.
X
r X+r X
Vxe[RZ,zf(x)fO f(y)dy:f f(u)du+f fdv.
X X—r

Montrer que I’on peut choisir r > 0, de fagon a rendre strictement positive la constante

r r
f f(y)dy. Dans la suite de cette question on fixe un réel r > 0 tel que f fndy >o0.
0 0

Montrer que f est de classe €' sur R.
Montrer que f est en fait de classe € sur R.

Prouver 'existence d'une constante ¢ > 0 telle que :
VXeR, cf'(x)=f(x+1r)—f(x-r1)
En déduire I'existence d'une constante réelle A telle que :
VxeR, f"(x)=Af(x)

Troisieme Partie
Conclusion

Résoudre sur R I'équation différentielle y” = uy, en séparant les cas u <0, u =0 et
u>0.

En déduire tous les éléments de &.
Donner tous les éléments de &.
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