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Devoir Libre N° 1

Ensembles et applications

, Questions de Cours ~

Rappeler la définition d'une application injective.
Rappeler la défnition d'une application surjective.

Soit f : E — F une application, A une partie de E et B une partie de F. Rappeler la@
définition de I'image directe f(A) et de I'image réciproque f~'(B).
Completer la caractérisation suivante: x € f 1B e...

o ‘
Exercice 1

On considere I'assertion suivante :
2?2 : Tout nombre réel est le carré d'un nombre réel positif .

Ecrire a 'aide des quantificateurs I'assertion 2.
Donner la négation de I'assertion 2.
Lassertion 22 est-elle vraie ?

Soit f:R — R une application, et Q I'assertion :
Q: f estune fonction croissante sur R.

Ecrire a 'aide des quantificateurs I'assertion Q.
Donner la négation de I'assertion Q.

Exercice 2
Soit f: R — R une application vérifiant :

V(x, ) eR?, f(x+y)=fX)+fy)

Montrer que f(0) =0.
Montrer que pour tout x € R, f(—x) = —f(x).

Soit x € R.

Montrer, par récurrence, que pour tout ne N, f(nx) = nf(x).
En déduire que pour tout n € Z, f(nx) = nf(x).

PROBLEME

Etude d’'une application
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Premiere partie :
Questions préliminaires

Soit f: E — F une application, C et D deux parties de F
Montrer que f~1(CnD) = f~1(C)n fU(D).
Montrer que f~1(CuD) = f~1{(C)u f (D).
Montrer que si C € D, alors f~1(C) < f~1(D).
Soit x € E. Montrer que x € f ! (E) si, et seulement si, x ¢ f~1(C).
En déduire que f! (6) = m
Vérifier que f~1(p) =@ et f~1(F) = E.

Deuxieme partie :
Propriétés d’'une application

Soit f : E — F une application, A une partie de E, et ¢ : 22(F) — Z2(E) I'application définie,
pour tout X € & (F), par
0 =A\ 710
Justifier, que pour tout X € 22(F), p(X) = An m
Déterminer (@) et (F).
Soient X et X’ deux parties de F.
Montrer que @(X U X") = p(X) np(X').
Montrer que (X N X') = p(X) Up(X).
Montrer que si X € X', alors ¢p(X') € ¢(X).
Pour X € 22(F). Justifier que ¢ (X) =An f‘l(X).
Dans la suite, on suppose que A = E et que f est surjective.
Soient X, X' € 2(E) telles que f~!(X) = f~1(X'). Montrer que X = X'.
En déduire que ¢ est injective.
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