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3 A

Devoir Surveillé N° 3

Il sera tenu compte, dans ’appréciation des
copies, de la précision des raisonnements
ainsi que la clarté de la rédation.

Questions de Cours

Exercice 1
xX+2y+z =1 xX+2y+z = 1 xX+2y+z =1 X =
2X+y+2z = 2 Le—Lx-2L -3y = 0 [, T.1L -3y = 0=>{y =0
Ly—L3—-1; 3 3 2
X—-y+3z = -3y+2z = 0 2z = 0 z =0
Exercice 2
X+y+z+t+2s = 2 = X+y+z+t+2s = 2
2x+y+2z+2t+s = 0 La=lo=2Ly -y—3s = —4

Les inconnues principales : x et y.

Les inconnues secondaires : z, t et s.

X = —y—-2z—t-28+2=—-z—-t+s-2 .
On a donc J ,d’ ol1
y = -—3s+4

S={(-z—-t+s—-2,-3s5+4,z, t,s)EIRE5 | z,t,seR}

Exercice 3

fla+ D) nf[ NENA Y
X+ i:Ox il R L2

n—1 ;
= Z[x+$]—[nx]—1
i=0
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i

= Y lx+—1+ [x+1] — [x] —[nx] -1

i0 n ~— ~—~

le terme d’indice i=n le terme d’indice i=0

n—1 i
= ) [x+=]-[nx]

i=0 n
= fx)

Soit x € [0, 1.
Onanxe[0,1], donc [nx] =0.
Si i est un entier compris entre O et n—1lalors0<x+L <1421 =1 dou[x+1]=0,
il vient alors que f(x) =0.

La fonction f est %—périodique et nulle sur [0, %[ (un intervalle de longueur %), donc
nulle sur R.

PROBLEME

Ftude d’'une partie
Dans tout le probleme A désigne la partie suivante :
A={p+qV2 /| pqez)

On pourra utiliser, sans démonstration, que V2 ¢ Q.

Premiere partie :
Questions préliminaires

Si x,y € Aalors ils existent p,q,p’,q' € Z tels que x = p+ qv2 et y = p’ + g'/2. Donc
x+y=(p+p)+(g+qIV2eAetx—y=(p-p)+(G-q)1V2e A

Soit x = p+ gv/2 € Aol p,q € Z. Supposons que x = 0 donc —p = gv/2. Si g # 0 alors
V2= _—qp € Q (contradiction!). Par suite g = 0 et donc p = 0.

Soit x € A.
Par récurrence sur n € N.
Pourn=0:nx=0=0+0v2€ A.
Soit n € N, et supposons que nx € A. Ona (n+1)x = nx+ x et comme x € A et
nx € A, alors (par le résultat de la premiere question), nx+x€ A,i.e (n+1)x€ A.

Ona0e Aetxe€ A, parle résultat de la premiere question —x =0—-x € A.
Soitne Z,sin=0,alors nx € A.Si n<0alors —n e N, et donc (—n)x € A, c’est-a-
dire —nx € A, par le résultat précédent nx = —(—nx) € A.

Deuxieme partie :
Une borne inférieure

Dans toute la suite A désigne la partie :

A = AR
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Onal=1+0v2€ AetleR? donc A* # @.

A% est non vide et minorée par 0, d’aprés I'axiome de la borne supérieure, il admet
une borne inférieure.
Dans la suite du probléme on note a la borne inférieure de A} c’est-a-dire @ = inf A%

On suppose dans cette question que a € A%.

On a @ € A donc (par le résultat de la question 3.1) pour tout n € N, na € A.
On pose N = [1] (la partie entiere de ).

OnaleAetNae Aalorsl - Nace A.
Par définition de la partie entiere N < é < N +1, donc (en multipliant par « > 0),
Nas1<Na+a,doul0=<1-Na<a.

Sil#Naalors1-Na>0,etdoncl-NaANR; = A} et1-Na < a, contradiction
avec le fait que a est la borne inférieure de A} . Il vient alors que 1 = Na.
Puisque « € A, alors ils existent p, g€ Z tels que a = p+ g2, dot1 1= Na = Np +
Nq\/i, ou encore (Np—1) +Nq\/§ =0, parlerésultat delaquestion2,ona Np—-1 =
0Oet Ng=0,comme N # 0 car Na =1, alors ¢ =0, etdonc p =a >0, mais Np =1
implique p =1, dout @ = 1. On a donc 1 = inf A} ce qui est une contradiction car
(par exemple) 2 — V2 € A* et2-v2< 1.

L'hypothese a € A} conduit a une contradiction (question précédente) donc a ¢ A}.

Par I'absurde on suppose que a # 0 donc a > 0. Par la caractérisation de la borne
inférieure avec € = 5 > 0, il existe ap € A7 tel que a < ap < a +¢& = a + 5. Puisque
ap € A% eta ¢ Al alors a < ay, en appliquant la caractérisation de la borne inférieure,
il existe a; € A} tel que a < a; < ap ou encore a < a; < ap (car a; # a), on a donc
asay<g<a+5,doul0<a—a <(a+3)—a=7 <a, contradiction avec le fait
que @ =infA}, ap—a1 € Al etar—a) < a.

Conclusion a = 0.

Deuxiéme partie :
Densité

Soient x, y € R tels que x < y.

On a0 =inf A%, par la caractérisation de la borne inférieure avec € = y — x > 0, il existe
ac Al telque0<a<y—-xmaisac A} ,donc0<a<y-—x.

Il suffit de diviser dans I'inégalité par a.
Puisque % —2>1,alorsil existe n€ Z tel que 7 <n < %, et en multipliant les membres
de I'inégalité par a on obtient x < na < y.

Si x,y € R avec x < y, par les résultats des questions précédentes, il existe n € Z et
ac Atelque x <na<y,comme nac A, alorsil existe z=naec Atelque x<z<y.
Conclusion : A est une partie dense dans R

N »
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