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3 A

Devoir Surveillé N° 4

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des
copies, de la précision des raisonnements
ainsi que la clarté de la rédation.

Questions de Cours

Exercice 1
Soit a > 0 et (1), la suite définie par uy = a et u,+1 = up + u,%

(Upe1—Up = u% = 0 donc (u;), est une suite croissante.

Puisque (uy), est croissante, donc elle admet une limite / € Ru {+oo}. On suppose par
I'absurde que 1 € R. Les deux suites (u;,+1), €t (u%)n tend vers respectivement [ et 1.
Del'égalité v, = u,+ u%, et en passant a la limite quand n tend vers +oo, il vient que
I =1+1% ainsi [ = 0. Mais la suite (u,) est croissante, donc I = a > 0. Ceci conduit a
une contradiction. Il en résulte alors que [ = +o0.

On note que la suite (1), est positive, car elle est croissante et uy = a > 0.
_ 2 2
Onadonc up+1 = uy + us = uy,.
Upi1+1 =12 +up+1< 1 +2u,+1=(u, +1)>2

Par récurrence sur 7 :
Pourn=0,onau,+1= u0+ls(1+u0):(l+u0)20.
Supposons, pour un entier n € N, que u, +1 < (1+ uo)zz. D’apres le résultat de la
question précédente, on a u,+1 +1 < (u, + 1)%. Par hypothése de récurrence u, +1 <
(o + 1)¥, donc (un + 12 < ((1+ u0)?")* = 1+ ug)?"" . D'olt tper +1 = (1 +up)2"""
Les deux suites (v,), et (w,,),, sont bien définies, car les deux suites (u;), et (i, +
1), sont positives.

Les deux suites (v,), et (w,), sont strictement positives, car les deux suites (i),
et (u,+ 1), le sont.

1 1
Convergence de (wy),:Ona u,1+1 < (u,+1)?, donc (u,41+1) 2" < ((un + 1)2)2"“,
c’est-a-dire w,+; < wy,. La suite (w,), est décroissante et minorée par 0 donc
convergente.

1 1 .
Convergence de (v,), : On a u% < Up4+1 , donc (ui)zn+1 < (Up41)2™1, c'est-a-dire
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Un < Un+1. Ainsi la suite (v,), est croissante. D’autre part on a ufl SUpe1 < Upy1 +

n+1 _1_ < . . . 2
1<(up+1)? ,doncuv, = (ufl)zn+1 < up + 1, c’est-a-dire la suite (v,), est majorée
par 1 + uy. Maintenant la suite (v,), est croissante et majorée donc convergente.

PROBLEME

Ftude d’une suite

Dans tout le probleme a est un réel strictement positif (a > 0).
Soit (zy) nen le suite complexe définie par la relation de récurrence :
Zn +12nl
VnelN, zn+1:—" 1
a
Premiére partie :
Questions préliminaires

Soit a un réel strictement positif.
On suppose dans cette question que a > 1.

Par récurrence sur 7.
Linégalité est vérifiée pour n = 0.
Supposons, pour un entier 7 € N, que a”” = 1+ n(a—1). En multipliant les membres
de I'inégalité par a (= 0), on obtient a'>a+na-Da=1+a-1+n(a-1a,
puisque a > 1, il vient que a"l'>1+a-1+na-)=1+n+)n+1).

Ona lim (1+n(a-1))=+oo,alors lim a” = +oo.
n—+oo n—+oo

1 n
Si0<ax<1,alors % > 1, d’apres le résultat de la question précédente, lim (—) =

n—+oo\ g

+00, etdonc lim a” =0.
n—+oo

Lorsque a = 1, la suite est constante (= 1), donc sa limite est 1.

Deuxiéme partie :
Casdea >2

Dans cette partie on suppose que a > 2.

Zn+ 1zl |Zn| + 1zl |Zn| + 25l 2
|Zns1] =1 | < = = Z|znl.
a a a a

Par récurrence sur 7.
Pour n =0, la propriété est vérifiée, car |zy| < (é)olzol.
Supposons, pour un entier n, que |z,| < (%)”IZ()I-
Puisque |2y+1] < %124], on a donc |zps1l < 21zl < 2(2)"120] = (3)"* 120
D’ot, pour tout n €N, |z,| < (%)”Izol.

2
Ona0< % <1, donc nliIP (—)" = 0. On en déduit, par le théoreme d’encadrement,

que nlil}_l |zn| = 0. Ainsi la suite (z,) ,en €st convergente de limite nulle.
—T00

Deuxiéme partie :
Casdea =2
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Dans cette partie on suppose que a = 2.

D’apres le résultat de la question 4, on a |z;+1| < %Iznl =|z,l, donc la suite (]z,]|); est
décroissante.

La suite (|z,|) neny €st décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.
Pour la suite on pose zp = rei® oureR, et el —m, 7.

Si 6 = 0, alors la suite (z,), est constante (= r). Montrons par récurrence sur n, que
Zn = r.
Pour n=0,zyg=re’=r.

Zn+lzpyl r+T

Supposons maintenant que z, = r. On adonc z,4+; = 5

La suite étant constante, donc convergente de limite r.
On suppose pour toute la suite que 8 # 0.

i0 i0 L -2
zo+|zol re' +r e’ +1 ez +e 2 g i0
z1 = =r =r e2 rcos( Jez.
2 2 2 2
0
m Il suffit de montrer qu oF ]—% %[
Onall|<m, doncl | < %S’z—’( cark=1). Donc| | < Z.D’oule résultat.

Par récurrence sur n = 1. On note que le résultat est vérifié pour n = 1 (c’est le résultat
de la question 10).

Supposons que z,, = r (Hk 1 cos( )) e on , pour un entier n = 1.
En tenant compte la positivité des cosinus (d’apres la question précédente), on a

|2al = (I, cos()). Donc

Zntlznl _ (Hk 1 €os(r ))+T(Hk 1cos(zk))e 2
2 2

1+eizm it
(H COS(—)) = r(H cos(—)) COS(2n+1 Ye'
n+l
(H Cos(i)) e 2n+1

Zn+l =

o ) L 0 sin@ , )
Il s’agit de démontrer que H cos(—) = ———. Procédons par récurrence sur n =
nqiy =
k=1 27sin(37)
1.
1 ) 0 2cos(g) Sin(g) sin(6)
Pourn=1, onchos( )—cos( )= g = o
k_1 2sin(3) 2sin(3)
sm@
On suppose que H cos(—) =
k=1 2"sin(57)
Donc
n+l B sinf 0
H cos(—) = H cos(—) cos(2n+1) 2”sin(2'in) cos(2n+1)
B sinf cos 0 sinf
ZnZSin(zng+l)COS(2ng+l) 2”"‘1 2n+1sln(2n+1)
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D’ot1 le résultat.

sin(@ sin(@) v 0
Onaz,=r ©_ r ©) T otv,= on" Puisque liIP vy, =0, il vient que
n—+oo

2nsin(d) 0 sin(vp)’
v sin(6
im —— =1.0nendéduitque lim z,=r ( ).
n—+oo sin(vy,) n—+oo 6

N T »
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