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Devoir Surveillé N° 5

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des
copies, de la précision des raisonnements
ainsi que la clarté de la rédation.

Questions de Cours

Rappeler le théoreme des valeurs intermédiaires .
Rappeler le théoreme de Rolle.

Rappeler le théoreme des accroissements finis. @
Rappeler la formule de Leibniz.

Rappeler la définition d'une fonction convexe sur un intervalle I.

Exercice 1
Montrer que pour tout x € RY,

1 7
arctan(x) + arctan(—) = —
x 2

Exercice 2 . .
On pose 0 = arctan E + arctan E + arctan 5

Montrer que 0 <6 < 2
Montrer que tan(f) =1.

1 1 1
En déduire la valeur de arctan 3 + arctan = + arctan rt

Exercice 3
Soit f : [a, b] — R une fonction de classe €' sur [a, b], telle que pour tout x, y € [a, b] avec

X7V
fO-f») _fb)-f@
x-y b-a
Montrer que pour tout x € [a, b], f'(x) < f(b) - i:(a)
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fb) - f(a)
b-a

PROBLEME

Autour des I'inégalités des accroissements finis

Montrer que pour tout x € [a, b], f(x) = (x—a)+ f(a).

Dans tout le probleme, I désigne un intervalle de R.

Premiere partie :
Une inégalité des accroissements finis

Dans cette partie, f,g : I — R sont deux fonctions de classe €' sur I telles que pour tout
xel,
If'(0)] < g'(x)

Vérifier que la fonction g — f est croissante sur I.

Montrer que pour tout x,y€ I avec x <y, f(y)— f(x) < g(y) — g(x).
Montrer que la fonction g + f est croissante sur 1.

En déduire que pour tout x, y€ I, | f(x) — f(N | < 1g(x) — g

Deuxiéme partie :
Une application

Dans cette partie, f : R — R est une fonction de classe € sur R vérifiant :
VxeR, |f()+f(0l<1
Vérifier que pour tout x € R, |(e* f(x))| < e*.
En déduire que pour tout x € Ry, | f(x) — f(0)e ™| <1—-e7*.

Troisieme partie :
Le lemme de Gronwall

Dans cette partie I = [a, b].
Soient f, g: I — R deux fonctions de classe € Lsur I, telles que:

Vxelabl, f'(x)<fx)g (x)

On note h la fonction définie sur I, par h(x) = f(x)e™¢ 2
Vérifier que h est de classe 6! sur I.
Montrer que h est décroissante sur 1.
En déduire que pour tout x € I, f(x) < f(a) e8X)—g(a)

I SN B
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