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Devoir Surveillé N° 5

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des
copies, de la précision des raisonnements
ainsi que la clarté de la rédation.

Questions de Cours

Exercice 1
On considere la fonction f définie sur R} par,

f(x) = arctan(x) + arctan(%)

La fonction f (somme et composée de fonction dérivables) est dérivable sur I'intervalle R},
1
X 1 1
+ = -
1+ x? 1+i 1+x2 xX’+1

et f'(x) = =0, ainsi f est constante sur RY, et on a donc, pour

tout x e R, f(x) = f(1) = =, ou encore

1 T
VxeR} arctan(x) + arctan(—) = >
X

Exercice 2 . .
On pose 0 = arctan E + arctan g +arctan —

8
Ona0<i<-Ll 0<l<iet0<l<i don(:0<a1rctan1 <arctanL:z 0=
. =27 3’7573 =8= 3 2 V3 6’7
1 1 T 1 1 T .
arctan— < arctan— = — et 0 < arctan— < arctan— = — (notons que la fonction
5 V3 6 V3 6
T TN
arctan est croissante), par suite 0 <6 < — + + ===
6 6 6 2
Ona,
1 1 1 1 1 1
o tan (arctan(s)) + tan (arctan(z) + arctan(g) ) 5 +tan (arctan(z) + arctan(y))
tan = =
1 - tan (arctan(})) tan (arctan(}) + arctan(z))  1- 3 tan (arctan(s) + arctan(3))
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tan(arctan(%)) + tan(arctan(%)) % + %

etd’autre part, tan(arctan(%)+arctan(%)) = - — = £
1- tan(arctan(g)) tan(arctan(g)) 1- 53

1,1
213

1
3 d’ot1tan(f) = =1.

N~
ot Wl

an(@) =1,donc 0 € [0, Z[, ainsi, 8 = arctan(tan(0)) = arctan(1) =

1 1 1 =«
arctan — + arctan — + arctan — = —
2 5 8 2
Exercice 3

Soit f : [a, b] — R une fonction de classe €' sur [a, b], telle que pour tout x, y € [a, b] avec

XZY,
fO-fy) _fb) - fla)
x-y  b-a

Onnote que 6 # 7 car
T
E il vient alors que

Notons que le terme majorant dans I'inégalité ( de '’hypothése) estindépendant de la
variable y, et que le terme minorant tend vers f’(x) quand y tend vers x, en d’autre
fx)-f» - fb)-fla)

< .D’ot1 le résultat.
xX—y b—a

terme f’(x) = lim
y—x

b) —
On considere la fonction g définie sur [a, b] par g(x) = f(x)— M (x—a)—f(a).
Il s’agit de montrer que g est nulle sur [a, b]. La fonction g est dérivable sur [a, b]

fb) - f(a)
b—a

g est donc décroissante sur [a, b]. 1l vient alors que pour tout x € [a, b], 0 = g(b) <
g(x) < g(a) =0, ce qui entraine que g est nulle sur [a, b].

PROBLEME

Autour des I'inégalités des accroissements finis

(somme de deux fonctions dérivables), et g’'(x) = f'(x) — < 0. La fonction

Dans tout le probleme, I désigne un intervalle de R.

Premiére partie :
Une inégalité des accroissements finis

Dans cette partie, f,g : I — R sont deux fonctions de classe € sur I telles que pour tout
xel,
1 ()] < g'(x)
Par hypothese —g’' < ' < g/, donc g’ — f' = 0, c’est-a-dire (g — f)’ = 0. Donc la fonction
g — f est croissante sur 1.
Soient x, y € I avec x < y. La fonction g — f étant croissante sur I, alors g(x) — f(x) <
g(y)— f(y),ilvient alors que f(y) — f(x) < g(y) — g(x).
Ona-g'< f'<g’,donc g’ + f' =0, ce qui entraine que g + f est croissante sur I.
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Soient x, y € I, on va distinguer les deuxcas x < y et y < x.
Le cas x < y : Lafonction g + f est croissante sur I, donc g(x) + f(x) < g(y) + f(y), par
suite g(x)—g(y) < f(y)— f(x), en tenant compte le résultat de la question 2, on obtient

- -g)=fy-fx)=(gy)-gx)
Ces inégalités s’écrivent
If) = f=(g(y)—gx) =1g(y) - gx)|

Notons que la fonction g est croissante (car 0 < |f'| < g’), et donc g(y) — g(x) = |g(y) —

g(x)|.
Le cas y < x : Dans ce cas (en changeant les roles de x et y dans le cas précédent ), on

obtient | f(x)— f(Y)I=<Igx)—gI, doulf(y)—f)I=<Ig(y)— gl

Deuxiéme partie :
Une application

Dans cette partie, f : R — R est une fonction de classe € 1 sur R vérifiant :

VXxeR, [f(x)+f'(x)|=<1

Par un calcul simple, [(e* f(x))'| = |e* f(x) + " f'(x)| = *|f (x) + f'(x)| < e*.

D’apres le résultat de la question précédente, on a |(e* f(x))'| < (e¥)'. Par application
du résultat de la premiére partie, on obtient |e* f(x) — e’ fO) <le* - e’|, c’est-a-dire
le* f(x) — f(0)| < |e* — 1|, en multipliant les membres de cette inégalité par e”* > 0, on
obtient [f(x) — f(0)e™*|<|1—e *|.Comme xeR,, 1 - *=0.Dou VxeRy, |f(x)—
fOe *<1-e*

Troisieme partie :
Le lemme de Gronwall

Dans cette partie I = [a, b].
Soient f, g : I — R deux fonctions de classe € sur I, telles que :

Vxelabl, f'(x)<fx)g (x)

On note h la fonction définie sur I, par h(x) = f(x)e™8 2

Les deux fonction f et g sont de classe €' sur I et la fonction exp est de classe €' sur
R. Donc h, comme produit et composée de fonctions de classe € 1 est de classe €.

La fonction h est dérivable sur I, et pour tout x € I,ona h/(x) = f'(x)e 8%~ f(x)g'(x)e 8™ =
(f'(x) - f(x)g'(x))e~8"W) < 0. La fonction h est donc décroissante sur 1.

Soit x € I = [a, b], on a donc a < x. Puisque h est décroissante sur I, h(x) < h(a), c’est-
a-dire f(x)e 8™ < f(a)e 8@, ou encore

f(x) < f(a)e8W-8@ I
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