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Corrigé

Devoir Surveillé N° 1

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la P(@)# D
rédation.

Questions de cours

Cours

Exercice 1
Ecrire a 'aide des quatificateurs les assertions suivantes :

VneN, nestimpair,ouVneN,JdkeNtel que n =2k + 1.

Vx,yeR, x<y= f(x) < f(y).
dx eRtel que f(x)=0.

Exercice 2
Soit Z la relation binaire définie sur R par :

XRy < sin(mx) = sin(wy)

Soit x € R, on a sin(;rx) = sin(;rx), donc x% x.
Soit x, y € R tels que xZy c’est-a-dire sin(x) = sin(y), donc sin(ry) = sin(nx), d'ou yZ x.
Soit x, ¥,z € R tels que xZy et yZz, c’est-a-dire sin(rx) = sin(ry) et sin(ry) = sin(rz), on a
donc sin(x) = sin(rz), ainsi xZz.
On en déduit que £ est une relation d’équivalence sur R.

0={xeR/sin(rx) =sin(70) =0} = {x e R/Fk € Z, mx =k} = {x€R/Ik € Z,x = k} = Z.

Exercice 3

In7 In7
Par 'absurde supposons que 1n_3 € Q. 1l existe alors (p,q) € N* x N* tels que 1n_3 = Z, ou encore
n n

gIn7 = pIn8. On a donc 79 = 8% ce qui est impossible car 79 est impair et 8” est pair (Notons aussi
que p et g sont non nuls).

In7
On en déduit alors que e ZQ
In8

Exercice 4
Soit f: E — E une application vérifiant fo f = f.

Soit y € f(E), il existe alors x € E tel que y = f(x). Onadonc f(y) = f(f(x)) = f(x) = y.
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Supposons que [ est surjective. Soit x € E, par la surjectivité, il existe x’ € E tel que x = f(x').
Donc f(x) = f(f(x") = f(x') = x, par suite f = Idg.

On suppose que f est injective. Soit x € E. On a f(f(x)) = f(x), on en déduit par injectivité que
fx)=x.Dou f =1dg.

PROBLEME

n
Notations: Si x,...,x, € R, on note Z Xy la somme x7 + xp +... + X, C'est-a-dire

k=1
n n

) Xk =X1+ X2 +...+ Xn. Onnote aussi | [ xx le produit X1 x2... xp, C’est-a-dire [ xx = x1x2... x5
k=1 k=1 k=1
Le but du probléme est de démontrer par récurrence sur n = 2 que :

n n
Vx1,..,xp €RY, [[xe=1=) xk=zn
k=1 k=1
Premiére partie :
La propriété pour n =2
SoitaeR}.onaa+1-2=1(4?+1-2a)=1(a-1)?=0.Dotile résultat.

Soit x1, x2 € R} tels que x;x2 = 1. Ona donc x; = xll Il vient alors que x; + X2 = x; + xll =2 parle
résultat de la question précédente.

Deuxiéme partie :
Hérédité

Soit n = 2, et supposons que la propriété est Vrale pour I'entier n, c’est-a-dire

si y1,...,¥n € R} tels que H Vi = 1, alors Z Yk = n. En d’autres termes si le produit de n

k=1 k=1
nombres réels strictement positifs est égale a 1 alors leurs somme est supérieure ou égale a
n.
n+1 n+1
Soit maintenant, xi,..., X, Xp+1 € R} tels que H X = 1. On veut démontrer que Z Xpr=zn+l.
k=1 k=1
n+1 n+1l
SilsVk<n+1l,xc=1,alors ) xx=) l=n+l.
k=1 k=1

On suppose qu'il existe [ € {1,...,n+ 1} tel que x; < 1.

Supposons par I'absurde que V1’ € {1,...,n+ 1}, x; < 1 (mais n’oubliez pas que x; < 1).Dans
ce cas
n+1 n+1
ka:( H xk)xlel<1
k=1 k=1,k#1
Ce qui n'est pas possible, car le produit est égale a 1 ( par hypothése).
Dans la suite de cette partie, pour simplifier les notations, on suppose que [ = netl’ = n+1.
Onadonc x, <1etx;,.>1.

11 suffit de regrouper le deux derniers termes dans le produit pour avoir un produit de n
réels, en d’autres termes, on a
X1 Xp-1(XpXp1) =1
Produit de n réels strictement positifs qui est égale a 1, d’aprés 'hypothese de récurrence
leurs somme est supérieure ou égale a n, c’est-a-dire x; +... + X,—1 + XpXp41 = 1.
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Onax,+ X1 —XpXpr1—1=Xp01(1—Xp) — (1 —Xxp) = (X1 — DA —xp) =0car x4 -1>0
et1—-x,>0.Ilvient alors que x,, + X;+1 = XpXp+1 + 1.

X1+...+ X1+ (Xn+X541)

X1+...+Xpn+Xpn+1

> x1+...+Xp-1+XpXp +1

> n+1
n+1

D'out ) xp=n+l.
k=1
Troisieme partie :
Applications
. a, az an-1 ap . N .
Le produit des nombres —, —,...,——, — est égale a 1 donc leurs somme et supérieure ou
ap ds ap, a

égale a n.
Inégalité arithmético-géométrique :

. 1 ag
Soit ay,...,a, € R;.Onposea = (a;...ap)n.Pour 1 < k< n, onposexk:;.

Remarquons d’abord que a” = a; ... a,. On a donc
n a a, a...a, a...a,
H Xe=—...
k=1

—_= = =1

a a an a...an

. < 1. a...+ay
Comme le produit x;...x,; =1, on a donc x; +...+ x; = n c'est-a-dire —— = n, par
a

. 1
sulte%(a1+...+an) >a=(a; +...a,)r ouencore
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