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Cours

Questions de cours

-

Exercice 1
Soit f : E → F une application. Soit R la relation binaire définie sur E par : pour tout (x, y) ∈ E 2,

xRy ⇔ f (x) = f (y)

Soit x ∈ E , on a f (x) = f (x) donc xRx.
Soit x, y ∈ E tels que xRy , on a f (x) = f (y), donc f (y) = f (x), par suite yRx.
Soit x, y, z ∈ E tels que xRy et yRz, on a donc f (x) = f (y) et f (y) = f (z), donc f (x) = f (z), par suite
xRz.
On en déduit alors que R est une relation d’équivalence sur E .

Exercice 2

Soit z un nombre complexe de module 1 différent de 1, montrer que Re

(
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1− z

)
= 1

2 .
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Exercice 3

On pose ω= e
2iπ

5 et z =ω+ 1

ω
.�� ��1. On a ω 6= 1 et ω5 = 1, donc 1+ω+ω2 +ω3 +ω4 = 1−ω5

1−ω = 0.�� ��2. On a

z2 + z =
(
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ω

)2

+ω+ 1
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=ω2 +2+ 1
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discriminant de cette équation est ∆= 1+4 = 5, donc

z =−1

2
+
p

5

2
ou z =−1

2
−
p

5

2

D’autre part, on a sait que z =ω+ω= 2Re(ω) = 2cos( 2π
5 ) > 0 car 0 < 2π

5 < π
2 . D’où z =−1

2 +
p

5
2

car −1
2 −

p
5

2 < 0. On en déduit alors que 2cos( 2π
5 ) =−1

2 +
p

5
2 , et donc

cos(
2π

5
) =−1

4
+
p

5
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PROBLÈME
Triangle équilatéral

Dans tout le problème a , b et c désigne des nombres complexes et j le nombre complexe j = e
2iπ

3 .

Questions préliminaires�� ��1. j 3 = (e
2iπ

3 )3 = e2iπ = 1.�� ��2. On a j 6= 1, donc 1+ j + j 2 = 1− j 3

1− j
= 0.�� ��3. Soit z ∈U, on a zz = |z|2 = 1, donc z = 1

z .

Première partie :
D’une équation algébrique vers un triangle équilatéral

On suppose (seulement) dans cette partie que

a j 2 +b j + c = 0�� ��4. Remarquons d’abord que −c = a j 2 +b j , donc

a − c = a +a j 2 +b j = a ( j 2 +1)︸ ︷︷ ︸
=− j

+b j =−a j +b j = j (b −a)

�� ��5. De même on a

b − c = b +a j 2 +b j = a j 2 +b (1+ j )︸ ︷︷ ︸
=− j 2

= a j 2 −b j 2 = j 2(a −b)

�� ��6. On a a − c = j (b −a), donc |a − c| = | j (b −a)| = | j ||b −a| = |b −a|.
De même, on a b − c = j 2(a −b), donc |b − c| = | j 2(a −b)| = | j 2||a −b| = |a −b|.
Il vient alors que |a −b| = |a − c| = |b − c|.

Deuxième partie :
D’un triangle équilatéral vers une équation algébrique

On suppose dans cette partie que

|a −b| = |a − c| = |b − c| 6= 0
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On a

∣∣∣∣ a −b

c −a

∣∣∣∣= |a −b|
|c −a| = 1, donc

a −b

c −a
∈U.

De même, on a

∣∣∣∣b − c

c −a

∣∣∣∣= |b − c|
|c −a| = 1, donc

b − c

c −a
∈U.�� ��8. Posons z = a −b

c −a
et z ′ = b − c

c −a
. d’après le résultat de la question précédente, z, z ′ ∈ U. De plus

on a a −b = z(c −a) et b − c = z ′(c −a).�� ��9. On a a−c = a−b+b−c = z(c −a)+ z ′(c −a) = (z + z ′)(c −a), donc −1 = z + z ′ car c −a 6= 0, par
suite 1+ z + z ′ = 0.�� ��10. On a 1+z +z ′ = 0, en passant au conjugué, on obtient 1+z +z ′ = 0, comme z, z ′ ∈U, on a donc
1+ 1

z + 1
z ′ = 0.�� ��11. Remarquons que 1+ 1

z + 1
z ′ = zz ′+ z + z ′

zz ′ , donc zz ′+ z + z ′ = 0, d’où zz ′ =−(z + z ′) =−(−1) = 1.�� ��12. On a (z − j )(z ′− j ) = zz ′− z j − z ′ j + j 2 = zz ′− j (z + z ′)+ j 2 = 1+ j + j 2 = 0.
Puisque (z − j )(z ′− j ) = 0, on a donc z − j = 0 ou z ′− j = 0 c’est-à-dire z = j ou z ′ = j .�� ��13. Supposons que z ′ = j .
Dans ce cas b−c = j (c −a), donc j a+b−c(1+ j ) = 0 ou encore j a+b+c j 2 = 0, en multipliant
par j , on obtient a j 2 +b j + c = 0.
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