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Corrigé

Devoir Surveillé N° 2

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Questions de cours

Cours

Exercice 1
Soit f : E — F une application. Soit # la relation binaire définie sur E par : pour tout (x, y) € E?,

xRy < f(x)=f()

Soit x € E,on a f(x) = f(x) donc xZx.

Soit x, y € E tels que xZy, on a f(x) = f(y), donc f(y) = f(x), par suite yZx.

Soit x,y,z € E tels que xZy et yZz, on adonc f(x) = f(y) et f(y) = f(2), donc f(x) = f(z), par suite
XRz.

On en déduit alors que % est une relation d’équivalence sur E.

Exercice 2

1
Soit z un nombre complexe de module 1 différent de 1, montrer que Re (1—) = %

Ona
( 1 ) 1 1 1 1( 1 1 ) 1(1—z+1—2)
Re = — + = — + — | ==|—
1-2z 211-z 1-z 2\1-z 1-%z 2\(1-2(1-2)
B 1( 2—2Re(z) _1(2—2Re(z))
~ 2\1-z-z+2zz) 2\2-2Re(2)
1
)
Exercice 3

2im

1
Onposew=e5 etz=w+—.
W

Onaw;é1etw5:1,donc1+w+w2+w3+w4: - =0.
-w
Ona
, 1)\2 1, 1 1
"tz = |0+t—] to+t—=0"+2+ S +0+—
) W ) )
) 1 1
= |0 +1+—S+w+—[+1
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1
— (@ +0’+1+0° +0)+1=0+1=1
w
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D’apres le résultat de la question précédente, z est solution de I’équation X%+ X -1 =0. Le
discriminant de cette équation est A=1+4 =5, donc

1 V5 1 V5

Z=——+— Oou ZzZ=——-——

2 2 2 2
D’autrepalrt,onasaitquez:w+5=2Re(a))=2(:os.(%”)>00ar0<%”<%.D’01‘lz=—%+‘/75

car —% - g < 0. On en déduit alors que 2003(%”) = —% + ‘/75, et donc
2n 1 V5
cos(—)=——+—
5 4 4

PROBLEME

Triangle équilatéral

in

Dans tout le probleme a, b et ¢ désigne des nombres complexes et j le nombre complexe j = s,

Questions préliminaires

i3

j3=(e¥)3=e2"”=1.
Onaj#1,doncl+j+j?= 11__]]_ =

SoitzeU,onazz=|z|>=1,doncz= %

0.

Premiére partie :
D’une équation algébrique vers un triangle équilatéral

On suppose (seulement) dans cette partie que
aj?+bj+c=0
Remarquons d’abord que —c = aj% + bj, donc

a-c=a+aj*+bj=a(j?+1)+bj=-aj+bj=jb-a)
H’.—/

==J

De mémeona

b-c=b+aj*+bj=aj?+b(+j)=aj*-bj*=j*(a-b)
——r
=—j2
Onaa-c=j(b-a),doncla—cl=|jb—a)l=|jllb—al=|b-al.

De méme, 0nab—c=j2(a—b), donc |b—c| = Ijz(a—b)l = |j2||a—b| =la-Db|.
Il vient alors que |a— b|=|a—c| =|b—c|.

Deuxieéme partie :
D’un triangle équilatéral vers une équation algébrique

On suppose dans cette partie que

la—bl=|la—c|=|b—-c|#0
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Remarquons d’abord que c—a # 0 car |[c — a| #0.
a-b a-b a-b
Ona = | | =1, donc e U.
c—a lc—al c—a
R b-c |b—c| —-C
De méme, on a = =1, donc el.
c—a |c—al c—a

b b—c .
et z = ——. d’apres le résultat de la question précédente, z,z' € U. De plus
a c—a

a_

Posons z = .

onaa-b=z(c—a)etb-c=7(c—a).
Onaa-c=a-b+b-c=z(c-a)+Z (c—a)=(z+2Z)(c—a),donc —1=z+2Z carc—a#0, par

suite 1+ z+2z' =0.
Onal+z+Zz =0, en passant au conjugué, on obtient 1 +Z+2 = 0, comme z,z' € U, on a donc

1,1 _
1+E+;—0.
1, 2@ +z+7 , , e, ,
Remarquonsque 1+ + ;= —————,donczz' +z+2z =0,douzz' =-(z+2)=-(-1) =1
zz

Ona(z—j)(Z-j)=zZ —zj-Zj+j?=zZ - j(z+Z)+j>=1+j+j*>=0.

Puisque (z— j)(z'— j)=0,onadoncz—j=0o0uz — j=0c'est-a-dire z= jou z’ = j.
Supposons que z’ = j.

Dans cecas b—c= j(c—a),donc ja+b—-c(1+ j)=0ouencore ja+ b+ cj? =0, en multipliant

par j, on obtient aj?+bj+c=0.
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