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Corrigé

Devoir Surveillé N° 2

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédation.

Questions de cours
Cours ‘ Cours
Exercice 1
Résolution du systéme linéaire :
x+2y+z = 3 - xX+2y+z = 3 x+2y+z = 3
_ Ly—Ly—2L, _ < 1 =S
2x+2y+3z = 4 -2y+z = -2 y = 3z+1
= 2y-z+3=-2z+1
{x [V E T douS={(-2z+1,1z+1,2)/ ze R}
y = 3z+1
Exercice 2
Résolution du systéme linéaire :
x+3y+2z+t = 1 x+3y+2z+t = 1 x+3y+2z+t =
- —
x+4y+z+t = 2 E:E:ﬂ y-z = 1 1,21, V% =
x+5y+4z+t = 2y+2z = 3 4z =
x = -3y-2z-1+1 x = B¢
—=<{y = z+1 =< y = % D’ou
_ 1 |
z = 1 z = 1
S={( 13 t 1t)/tel]%%}
- 4 ’ 74)
Exercice 3
Linéarisation de cos®(x).
3 eix+e’ix3 3% 4 301X 4 o7I1X 4 p731X  9005(3x) +6c0s(x) 1 3
cos”(x) = = = = —co0s3x+ —cos(x).
2 8 8 4 4
Exercice 4
Résolution dans C de 'équation z” = z° :
z7=z2©22(z5—1):O©zz=00uz5=1©z=00uz€[U5.Donc
S=10}uUs = {0} U{e™s" / ke [0,4]).
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Définition : Soit f : C — C une application. On dit que f est une isométrie de C si :
V(z,2)eC If(2) - f(2)]=1z-2]
Le but du probleme est I'étude des isométries de C.

Premiére partie :
Exemples et propriétés

SoitaeUetbeC.
Ifi(z)— i) =laz+b—az —b'|=|a(z—z")| =|allz—Z'| =|z— 2| car |a| = 1.
1(2) - fo(2)| = laz+b—-az' - b'| = |azZ-2)| = lallz— 2| = |z - Z/I.
Soit f: C — C une isométrie.
Soit z,z' € Ctels que f(z) = f(z).Onalz—2'| =|f(z)— f(z)| =0,donc z—z' =0, ainsi z = z’.
SoitzeU,ona|f(z) - f(0)| =1z—0] =|z| =1, donc f(z) — f(0) € U.

Supposons que f(0) = 0. Soit z € U, d’apres la question précédente, on a f(z) — f(0) € U,
donc f(z) e U. D’ou f(U) cU.

Soit f:C — C une isométrie de C telle que f(0) =0.
If@I=1f(2) - fO)=z-0] = |zl.
Onalf(2)-f(2)*>=(f(2) - f(2)) (f(z)—f(z’)) =@ f(2)-f(2f(2)-f(f(2+f(2)f(2).

D’autre partona:

f@f@) =@

FEf(@) =1f(2)? et

ffE+ f(2)f2) = f(2)f(2) + f(z) f(z)) =2Re(f(z) f(2)).

On en déduit que

1f(2) = f(Z)? = f(2)I* - 2Re(f(2) f(2)) + | f (2

De méme on a
lz— 2> =|z|* - Re(zZ) + |Z')?

Puisque | f(z) — f(2)|? = |z - 2'|?, il vient que

If(2)12 =2Re(f(2) f(2) +|f(2)? = |f(2)I* - 2Re(f(2) f(2)) + | f (2

En tenant compte le résultat de la question précédente c’est-a-dire | f(z)| = |z| et | f(2')| =
||, on obtient —2Re(f(2) f(z)) = —2Re(f(z) f(2')), et donc

Re(f(2) f(2')) =Re(f(2) f(2)

Deuxieéme partie :
Résultats utiles
Onposew=x+iyavecx,y€R.onalw—1|=+2,donc|w-1J? =2, cest-a-dire (x—1)?> + y> =2
ou encore x> —2x+1+y? = 2, puisque x*+y? =1,ona —-2x =0, d’ol1 x = 0. Mais y*> = x*+y% =1,
donc y=1ouy=-1cest-a-direw=iouw=-1.
SoitzeC.Onposez=x+iyavecx,yeR. Onadonciz=ix—y=—-y+ix,doncRe(iz) =—-y=
—Im(z).
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Troisiéme partie :
Détermination des isométries de C

Dans cette partie f: C — C désigne une isométrie de C. Pour z € C, on pose g(z) = w
fa-f
f@-f0) f)-f0) f@-f@]|If(a)-fZ) |z-7
— ! — — = = = -z . D
8= "o T Fo—ro |- I Fo=fo | iFm=- o - oo - FTERPORe

g est une isométrie de C.

FO) = £O) £ = £(0)
7. ))=— =0etg(l) = ——————=1.
) 0 Fo-fo 8= 0

Comme g est une isométrie et g(0) =0, on a donc |g(i)| =|i| =1, donc g(i) € U.
Onaaussi|g(i)—1|=|gi)—g)| =i -1 = V2.
Ona g(i) e Uet|g(i) — 1| = v2, d’apres le résultat de la question 4., on a g(i) = i ou g(i) = —i.
On suppose dans cette question que g(i) =i. Soit z € C.
On aRe(g(2)) = Re(g(2) f(1)) = Re(z1) = Re(2), car g(1) = 1.
On a Re(g(2)g(i)) = Re(zi), donc Re(g(z)i) = Re(zi), d’oit —1(g(2)) = —Im(2), on en déduit
que Im(g(2)) = Im(z).
g(2) =Re(g(2)) + iIm(g(2)) = Re(2) + i Im(2) = z.

f(2) - f(0)
-10.4 On a pour tout z€ C, g(z) = z, donc pour tout ze C, —————— =
(104] onap 8 P FO=fO

pourtout zeC, f(z) =az+boua=f(1)—f(0)etb= f(0). Deplusonalal=|f(1) - f(0)| =
|1-0]| =1, c’est-a-dire a € U.

z.On en déduit alors que

On suppose dans cette question que g(i) = —i. Montrer qu'il existe a € U et b € C tels que, pour
toutzeC, f(z)=az+b.
On pose h(z) = ﬁ Alors h est une isométrie car |h(z) — h(z)| = |g(z) — g(z)| = |g(z) — g(z)| =
|z—2'|. h(0) = g(0) =0, h(1) = g(1) = 1 et g(i) = g(i) = i, D’apreés ce qui précede, h(z) = z pour
tout z € C. Donc g(z) =z, Vz € C. On en déduit que f(z) = az+b,oua=(f(1)—f(0)) et b= f(0)
etonalal=1f(1)—- f(0)|=]1-0]|=1, c'est-a-dire a € U.

e

Bonne chance

T IN T »
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