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Devoir Surveillé N° 3

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies,
de la précision des raisonnements ainsi que la clarté
de la rédation.

r Questions de Cours ~

Soit (a, b) € Z x N*, rappeler le théoreme de division euclidienne de a par b.
Rappeler le théoréme de Bézout.

Rappeler le théoréeme de Gauss. @

Rappeler la définition d'un nombre premier.

Exercice 1
Résoudre le systéme linéaire suivant :

x+y+z = 0
2x+y+z = 1
3x+y-z = 0

Exercice 2
Résoudre le systéme linéaire suivant :

X+2y+3z+2t+s
2x+y+z+it+s =

|
N =

Exercice 3
Résoudre dans Z? I'équation 34x + 26y = 15.
Résoudre dans Z? I'équation 14x +3y = 2.
Soit n €N, montrerque n A (n+1) = 1.

PROBLEME

Autour des congruences

Soitne Z, et a,be Z. On dit que a est congrue a b modulo 7 et on note a = b[n], si n divise b — a.
Ainsi a = b[n] si, et seulement si, 3k € Z tel que b—a = kn.
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Premiere partie :
Questions préliminaires
Montrer que = est une relation d’équivalence. (reflexive symétrique et transitive).

Soient a,a’,b,b' € Z telsque a=b [n] eta’ =1’ [n].
Montrer que a+a’' = b+ b’ [n], et que pour tout k€ Z, ka = kb [n].

Soient a,a’,b,b' € Z telsque a=b [n] eta’ = b’ [n].
Montrer que aa’ = bb' [n], et que pour tout k € N, a* = b* [n).

Soit a € Z et r le reste de la division euclidienne de a par n. Montrer que a = r[n].
Soit a € Z. Montrer que n divise a si, et seulement si, a = 0 [n].
Une application : Soit n € N. Montrer que 13 divise 427" 4 37+2,

Deuxieme partie :
Théoreme chinois

Dans cette partie on fixe deux entiers n et m premier entre eux.
Vérifier |'existence d'un couple (u, v) € 72 tel que nu+mv =1.
Montrerque nu=1[m]etmv =1 [n].

Soit maintenant (a, b) € Z2.
On pose xy = nua+ muvb.

Montrer que xo = a [m] et xo = b [n].
Soitxe Ztelque x=a[m] et x= b [n].

Montrer que m divise x — xo.

Montrer que 7 divise x — xp.
En déduire que nm divise x — xy.

Montrer qu'il existe k € Z tel que x = xo + knm.

Troisieme partie :
Vers le théoréme de Wilson

Dans cette partie p est un nombre premier = 2.
Pour n € Z, on note f(n) le reste de la division euclidienne de n par p.

Vérifier que pour tout n€ Z, n = f(n) [p]

Montrer que pour tout n,me Z, nm= f(n) f(m) [pl.
En déduire que f(nm) = f(n) f(m) [pl.

Soitne{l,...,p—1}.
Vérifier que n et p sont premier entre eux.
En déduire qu’il existe [ € Ztel que nl =1 [p].
Montrer qu'il existe n’ € {1,...,p—1} tel que nn' =1 [p].

Indication : On pourra effectuer la division euclidienne de [ par p.

Soit n € Z tel que n=1 [pl. Montrerque n=1 [ploun=-1 [p]
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