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Devoir Surveillé N° 4

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies,
de la précision des raisonnements ainsi que la clarté
de larédation.

Questions de Cours +

Cours

Exercice 1
Soit P le polynome P = X% — X3.
P(z) = 0si, et seulement si, z3(z3 — 1) = 0 si, et seulement si, z> = 0 ou z® = 1 si, et seulement si,
z=0ouz=1louz=jouz=j? (ol j =‘32’Tn).DonclesracinesdePsontO,l,j,etjz.
Factorisation dans C[X] : Notons d’abord que 0 est une racines d’ordre 3, car X2 divise P et X*
ne divise pas P. On a donc 0 racine d’ordre 3 les autre racines sont simples et comme le degré
de P est 6 et le coefficient dominant vaut 1,

P=X3X-1)(X-HX-j>

Factorisation dans R[X] : Notons que j? est le conjugué de j, et (X —j)(X—j?) = (X—)(X ) =
X?-2Re(j)X+1= X?>+X+1 et notons que ce polynome a un discriminant strictement négatif.
D’ou la factorisation,
P=X*(X-DX*+X+1)
x4
Soit F la fraction rationnelle F = 7

deg(F)=4-6=-2.

X

La forme irréductible de F est F = o1 donc les poles de F sont les racines de X3 — 1
c'est-a-dire 1, j et j2
Remarque : les poles de F sont simples.

Décomposition de F en éléments simples : Comme degF = —2 < 0, la partie entiere de F
est nulle. De plus les poles sont simples donc la forme de la décomposition en éléments

simples de F est
a b c

F= + -+ -
X-1 X-j X-j?

En multipliant par X — 1, puis on remplace par 1, on obtient a =

En multipliant par X — j, puis on remplace par j, on obtient a =

1| wl—.wl=

jZ

En multipliant par X — j2, puis on remplace par j2, on obtient a =
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Exercice 2
Soit P le polynome P = X* —4X3 +7X? - 6X +2.

P(1)=0,P'(1)=0etP"(1) =2.

D’apres le résultat de la question précédente 1 est une racine double de P, donc (X —1)? divise
p.

En effectuant la division euclidienne de P par (X — 1)2, on obtient P = (X — 1)2(X%2-2X +2),
dou1 Q=X?-2X+2.

OnaQ=X*-2X+2=(X-1)*-1=(X-1-i)(X—-1+i),donc P = (X-1*(X-1-i)(X-1+1i)
dans C[X] et P = (X —-1)%3(X?-2X+2) dans R[X] (car X2—2X +2 a un discriminant strictement
négatif).

n n
Exercice 3 Soit P = Z aka € C[X], et Q le polyndme Q = Z En_ka.
k=0 k=0

1 _
Soit z un complexe de module 1, donc — = z. Donc
z

n n
_ _ 1
Q@ = Y apid=Y i
k=0 k=0 Z

n n
Y ap-rzk=) ajz"i (j=n-k)

k=0 =0
n n
= FZ ajzl =z") a;zl
j=0 j=0
= Z'P(»)

On suppose, dans la suite que, pour tout nombre complexe z de module 1; on a |P(z)| = 1.
Soit z un complexe de module 1, on a |P(z)| = 1, donc Q(z)P(z) = 2" P(2) P(z) = z"|P(2)|* = 2"
On considere le polynéme R = QP—X". D’apres le résultat de la question précédente, pour tout

nombre complexe z de module 1, on a R(z) = Q(z) P(z)—z" =0, ainsi le polyn6me R admet une
infinité de racines, donc il est nul. D’ol1 R = 0 c’est-a-dire QP = X".

On a QP = X", donc P divise X", il existe alors 1 € C* et 0 < k < n tel que P = AX*. Puisque
1 €U, [P(1)| =1 cest-a-dire |A| = 1. Il vient alors que P est de la forme P = AX* ot |A] = 1.
Réciproquement un polynéme de cette forme vérifie la propriété.

PROBLEME

Une suite de polyndmes

Premiére partie :
Un test de divisibilité par X° + 1

Dans cette partie P € R[X] un polynome a coefficients dans R.
Si X% +1 divise P, alors P s’écrit sous la forme P = (X2 + 1)Q ol Q € R[X], donc P(i) = (i +
1)Q() =0.
On suppose dans cette question que P(i) = 0. Notons R le reste de la division euclidienne de P
par X2 +1.

degR <1,donc Restdelaforme R=aX+baveca,beR.
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P=(X?+1)Q+ R, donc P(i) = (i + )Q(i) + R(i), d ot R({) = 0
Ona R(i) =0,donc ai + b=0et comme a, b € R, il vient que a = b =0, c’est-a-dire R =0.

Deuxieme partie :
Une suite de polynomes

Pour n € N, on note P, le polyndme P, = X4n+2 41,
Po=X?+1letPy=X0+1.
Factorisation de P; :
P est de degré 6, le coefficient dominant est 1.
zracine de P si, et seulement si, 28 +1 =0

6 i m+21kn ik+D)m
z°=—-1=¢"si, et seulementsi,z=e6 " 6 —e & ,kef0,...,5}.

iRk+)m

Les racines de P; sont les complexes zj = e & ,ouke{0,1,...,5}.
(43) PL =TI (X~ 20 =TTy (X —e" ¢ ).

1
La forme de la décomposition en éléments simples dans C(X) de la fraction rk Le degré de

l(2k+1)7r

cette fraction est —6, donc sa partie entiere est nulle, d’autre parte les poles sont simples,
d ol la forme

Z l(mm ,oules 1 € C.
Troisieme partie :
Factorisation de P,,
OnaP,(i)=i*""2+1=-1+1=0. D’apreés le résultat de la question 2. X? +1 divise P,
PO(X2”+1) = (X212 4] = xAnH2 4 =P,
OnaPy=X%+1=(X-1i)(X+1i) donc Pn = Po(X2 1) = (X271 — (X2 4 ).

. . . in 2ikn i(4k+1)m
Z2m*+1 = i et seulement si, z2"*! = e? si, et seulement si, z = ez T2l = @ 1wz, k =
0,...,2n.
En déduire les solutions del'équation z?**! = —j : z2"*1 = —j si, et seulement si, (2)2""! =i si,

4k+1)m . . _ i(dk+Dm
et seulement si, Z= e’ G2 ,k=0,...,2n5si, et seulement si,z=e” w2 ,k=0,...,2n
i(4k+m i@dk+m
D’apres ce qui précéde les racines de P, sont les complexes e'ins? ,e a2 [=0,...,2n donc

i(4k+)m i(4k+)m
Pn—H(X e n+z )H(X e ansz )

k=0 k=0

N T »
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