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Exercice 1
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E .�� ��1. On suppose que ker f = ker f 2.

Soit s ∈ Im f ∩ker f . Alors f (x) = 0 et il existe x ′ ∈ E tel que x = f (x ′), ainsi f 2(x ′) = f (x) = 0,
donc x ′ ker f 2 = ker f , par suite f (x ′) = 0, d’où x = f (x ′) = 0.
Supposons que Im f ∩ker f = {0}. Si x ∈ ker f , alors f (x) = 0, donc f 2(x) = f ( f (x)) = f (0) = 0,
d’où x ∈ ker f 2. on a donc ker f ⊆ ker f 2.
Soit x ∈ ker f 2, donc f 2(x) = 0, c’est-à-dire f ( f (x)) = 0, par suite f (x) ∈ ker f , or f (x) ∈ Im f , on
a donc f (x) ∈ ker f ∩Im f = {0}, il en résulte alors que f (x) = 0 et donc x ∈ ker f . D’où le résultat.�� ��2. Supposons que Im f = Im f 2.
Clairement, ker f + Im f ⊆ E . Maintenant, soit x ∈ E . On a f (x) ∈ Im f , donc f (x) ∈ Im f 2, il
existe alors x ′ ∈ E tel que f (x) = f 2(x ′), ainsi f (x − f (x ′)) = 0, par suite x − f (x ′) ∈ ker f . Si on
pose z = x − f (x ′), alors x = z + f (x ′) et z ∈ ker f et f (x ′) ∈ Im f , d’où x ∈ ker f + Im f .
Réciproquement, supposons que ker f + Im f = E . Si y ∈ Im f 2, alors il existe x ′ ∈ E tel que
y = f 2(x ′), donc y = f ( f (x ′)) ∈ Im f , d’où Im f 2 ⊆ Im f . Soit maintenant y ∈ Im f , il existe alors
x ∈ E tel que y = f (x). Comme x ∈ E = ker f + Im f , il existent z ∈ ker f et y ′ ∈ Im f tel que
x = z + y ′. On a aussi y ∈ Im f , il existe alors x ′ ∈ E tel que y ′ = f (x ′). D’où y = f (z + f (x ′)) =
f (z)+ f 2(x ′) = f 2(x ′) ∈ Im f 2. D’où le résultat.

Exercice 2
Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E .
D’abord IdE −p est un endomorphisme de E .
(IdE −p)2 = Id2

E − IdE p −p IdE +p2 = IdE −2p +p2 = IdE −2p +p = IdE −p. Donc IdE −p est un projec-
teur de E .

Exercice 3
Soit f :R3 →R3 l’application définie pour tout (x, y, z) ∈R3 par ;

f (x, y, z) = (x − y, y − z, z −x)
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f (u +λv) = f (x +λx ′, y +λy ′, z +λz ′)
= (x +λx ′− (y +λy ′), y +λ− (z +λz ′), z +λz ′− (x +λx ′))

= (x − y, y − z, z −x)+λ(x ′− y ′, y ′− z ′, z ′−x ′)
= f (u)+λ f (v)

f est donc une application linéaire de R3 vers R3, c’est-à-dire un endomorphisme de R3.�� ��2. (x, y, z) ∈ ker f si, et seulement si, (x − y, y − z, z − x) = 0 si, et seulement si, x − y = 0, y − z = 0
et z − x = 0 si, et seulement si, x = y = z si, et seulement si, (x, y, z) = x(1,1,1). d’où ker f =
Vect(1,1,1).�� ��3.

Im f = {(x, y z) / x, y, z ∈R}

= {(x − y, y − z, z −x) /x, y, z ∈R}

= {x(1,0,−1)+ y(0,1,−1)+ z(−1,0,1) x, y, z ∈R}

= Vect((1,0,−1), (0,1,−1), (−1,0,1))�� ��4. Soit (x, y, z) ∈R3, alors

f 2(x, y, z) = f (x − y, y − z, z −x)

= (x − y − y + z, y − z − z +x, z −x −x + y)

= (x −2y + z, x + y −2z,−2x + y + z)

�� ��5. (x, y, z)ker f 2 si, et seulement si, f 2(x, y, z) = 0 si, et seulement si,


x −2y + z = 0
x + y −2z = 0
−2x + y + z = 0

si, et

seulement si, (L3 ← L3+2L1 et L2 ← L2−L1)


x −2y + z = 0
3y −3z = 0
−3y +3z = 0

si, et seulement si,

{
x = 2y − z = z
y = z

si, et seulement si, x = y = z. D’où ker f 2 = Vect(1,1,1).

PROBLÈME
Commutant d’un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel. Si f ∈L (E), on note C ( f ) l’ensemble des endomorphismes de E qui com-
mutent avec f c’est-à-dire C ( f ) = {g ∈L (E) / f g = g f }.

Première partie :
Propriétés du commutant

Soit f un endomorphisme de E .�� ��1. On a IdE f = f IdE , donc IdE ∈C ( f ).�� ��2. On a 0 f = 0 = f 0, donc 0 ∈C ( f ).
Soit g ,h ∈L ( f ) et λ ∈K.
On a (g +λh) f = g f +λh f = f g +λ f h = f (g +λh). Donc g +λh ∈C ( f ). C ( f ) est donc un sous
espace vectoriel de L (E).
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(g h) f = g (h f ) = g ( f h) = (g f )h = ( f g )h = f (g h)

Donc g h ∈C ( f ).�� ��4. Soit n ∈N, On a f n f = f n+1 = f f n donc f n ∈C ( f ).�� ��5. On a IdE , f , . . . f n ∈C ( f ) et C ( f ) sous espace vectoriel, donc a0 IdE +a1 f + . . .+an f n ∈C ( f ).�� ��6. g ∈C ( f ) si, et seulement si, f g = g f si, et seulement si, f ∈C (g ).

Deuxième partie :
Sous espaces stables

Dans cette partie f désigne un endomorphisme de E , et g un endomorphisme de E qui com-
mute avec f c’est-à-dire f g = g f .�� ��7. Soit x ∈ ker f , on q f (g (x)) = g ( f (x)) = g (0) = 0, donc g (x) ∈ ker f .�� ��8. Soit x ∈ Im f , il existe x ′ ∈ E tel que x = f (x ′), donc g (x) = g ( f (x ′)) = f (g (x ′)) ∈ Im f .�� ��9. Soit λ ∈K.�� ��9.1 On a IdE , f ∈C (g ) et C (g ) sous espace vectoriel, donc f −λ IdE ∈C (g ).�� ��9.2 Soit x ∈ ker( f −λ IdE ), puisque g commute avec f −λ IdE , d’après le résultat de la question

7, on a g (x) ∈ ker( f −λ IdE ).

Troisième partie :
Commutant d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie E est l’espace vectoriel E := R3, B = (e1,e2,e3) désigne la base canonique de
E . Soit f l’unique endomorphisme de E vérifiant f (e1) = e1, f (e2) = 2e2 et f (e3) = 3e3.�� ��10. Soit u = (x, y, z) ∈ E .�� ��10.1 u = xe1 + ye2 + ze3.�� ��10.2 f (x, y, z) = f (xe1 + ye2 + ze3) = x f (e1)+ y(e2)+ z f (e3) = xe1 +2ye2 +3ze3 = (x,2y,3z).�� ��11. Soitλ1,λ2,λ3 ∈R et h l’endomorphisme de E définie par h(x, y, z) = (λ1x,λ2 y,λ3z). (h f )(x, y, z) =
h( f (x, y, z)) = h(x,2y,3z) = (λ1x,2λ2 y,3λ3z) et de même on a ( f h)(x, y, z) = f (h(x, y, z)) =
f (λ1x,λ2 y,λ3z) = (λ1x,2λ2 y,3λ3z). Donc h f = f h.�� ��12. (x, y, z) ∈ ker( f − IdE ) si, et seulement si, (0, y,2z) = 0 si, et seulement si, y = z = 0. Donc

ker( f − Id
E

) = Vect(e1)

�� ��13. (x, y, z) ∈ ker( f −2IdE ) si, et seulement si, (−x,0, z) = 0 si, et seulement si, x = z = 0. Donc

ker( f − Id
E

) = Vect(e2)

�� ��14. (x, y, z) ∈ ker( f −3IdE ) si, et seulement si, (−2x,−y,0) = 0 si, et seulement si, x = y = 0. Donc

ker( f − Id
E

) = Vect(e3)

Soit g ∈C ( f ) c’est-à-dire g est un endomorphisme de E qui commute avec f .�� ��15. On a e1 ∈ ker( f − IdE ), et g commute avec f , d’après de résultat de la question 9.2, on a g (e1) ∈
ker( f − IdE ). On a g (e1) ∈ Vect(e1), il existe alors α1 ∈R tel que g (e1) =α1e1.
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résultat de la question 9.2) g (e2) ∈ ker( f −2IdE ) et g (e3) ∈ ker( f −3IdE ), il existent alors α2,α3 ∈
R tels que g (e2) =α2e2 et g (e3) =α3e3.�� ��17. Soit (x, y, z) ∈ E , on a

g (x, y, z) = g (xe1 + ye2 + ze3)

= xg (e1)+ y g (e2)+ zg (e3)

= xα1e1 + yα2e2 + zα3e3

= (α1x,α2 y,α3z)
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Bonne chance
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