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Corrigé

Devoir Surveillé N° 5

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Questions de cours

Cours ‘

Exercice 1
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

On suppose que ker f = ker f.
Soit s € Im f nker f. Alors f(x) = 0 et il existe x’ € E tel que x = f(x'), ainsi f?(x) = f(x) =0,
donc x'ker f2 = ker f, par suite f(x') =0, d'ot1 x = f(x/) = 0.
Supposons que Im f nker f = {0}. Si x € ker f, alors f(x) = 0, donc f?(x) = f(f(x)) = f(0) =0,
d’ot1 x € ker f2. on a donc ker f < ker f2.
Soit x € ker f2, donc f?(x) = 0, c’est-a-dire f(f(x)) = 0, par suite f(x) € ker f, or f(x) € Im f, on
adonc f(x) e ker fnIm f = {0}, il en résulte alors que f(x) =0 etdonc x € ker f. D’ou le résultat.

Supposons que Im f = Im f2.

Clairement, ker f + Im f < E. Maintenant, soit x € E. On a f(x) € Im f, donc f(x) € Imfz, il
existe alors x’ € E tel que f(x) = f2(x'), ainsi f(x— f(x')) = 0, par suite x — f(x') € ker f. Si on
pose z=x— f(x'),alors x = z+ f(x') et ze ker f et f(x') e Im f, d’ou x e ker f +Im f.
Réciproquement, supposons que ker f +Im f = E. Si y € Im f2, alors il existe x’ € E tel que
y = f2(x"),donc y = f(f(x")) € Im f, d’ot1 Im f? < Im f. Soit maintenant y € Im f, il existe alors
x € E tel que y = f(x). Comme x € E = ker f +Im f, il existent z € ker f et y' € Im f tel que
x=z+y.0naaussi y€lImf,il existe alors x' € E tel que y' = f(x/). D'ou y = f(z+ f(x)) =
f(@+ f2(x") = f2(x) e Im f2. D’ol1 le résultat.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E.

D’abord Idg —p est un endomorphisme de E.

(Idg—p)? =1d% -1dg p — pldg +p? =1dg —2p + p? =1dg —2p + p = Idg — p. Donc Idg — p est un projec-
teur de E.

Exercice 3
Soit f: R3 — R3 I'application définie pour tout (x, y, 2) € R3 par;

fyad=kx-y,y-2,z-x)

PCSI 1/4 M. AQALMOUN
www.aqalmoun.com



(ﬁj 2019/2020
%= (C.P.G.E FIRST PREPA ) 03/02/2020

Soit u=(x,y,2),v=(x,y,z)eR3et LeR.Ona

fu+dv) = fx+Ax,y+Ay,z+12)
= x+AX - +AY), y+ A= (z+AZ),z+ A2 — (x+ Ax"))
= x-py-zz-0+Ax'-y,y -2,Z-x
= fW+Af)

f est donc une application linéaire de R3 vers R3, c’est-a-dire un endomorphisme de R3.

(x,¥,2) € ker f si, et seulement si, (x—y,y — z,z— x) =0 si, et seulement si, x—y=0,y—2=0
et z—x = 0 si, et seulement si, x = y = z si, et seulement si, (x,y,2z) = x(1,1,1). dou ker f =
Vect(1,1,1).

Imf = {(x,y2)/xyz€eR}
= {(x—-yy-2,z2-x)/x,y,z€R}
= {x(1,0,-1)+y(0,1,-1)+2z(-1,0,1) x,y,z€ R}
= Vect((1,0,-1),(0,1,-1),(-1,0,1))

Soit (x, y, z) € R3, alors

fz(x,y,z) = fx-y,y—-2z,z2—x)
= (x-y-y+z,y-z—-z+x,z-x—-x+Yy)
= (x-2y+z,x+y—2z,-2x+y+2)
x-2y+z = 0
(x,y,z)kerf2 si, et seulement si, fz(x,y,z):Osi, et seulement si,{ x+y-2z = 0 siet
-2x+y+z = 0
x-2y+z = 0
. . . x = 2y-z=2z
seulementsi, (Lg — L3+2L et Ly — Lp—L;)< 3y—3z = 0 si etseulementsL{ _
{—3y+3z -0 yo=z

si, et seulement si, x = y = z. D’ol ker f? = Vect(1,1,1).

PROBLEME

Commutant d'un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel. Si f € £(E), on note € (f) 'ensemble des endomorphismes de E qui com-
mutent avec f c’est-a-dire €(f) ={ge L(E)/ fg=gf}.

Premiére partie :
Propriétés du commutant

Soit f un endomorphisme de E.
Onaldg f = fldg, doncIdg € €(f).
Ona0f=0= f0,donc0€ € (f).

Soitg,he Z(f) et LeK.

Ona(g+Ah)f=gf+Ahf=fg+Afh=f(g+Ah).Donc g+Ahe€(f). €(f) estdoncun sous
espace vectoriel de Z(E).
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Soit g, h€ €(f).Ona
ghf=ghf=g(fh=(gNHh=(fg)h=f(gh

Donc ghe € (f).
SoitneN,Ona ff = f*1 = ff" donc f" € €(f).
Onaldg, f,... f" € €(f) et €(f) sous espace vectoriel, donc agIdg+a; f +...+ a, f" € €(f).
g e 6(f)si, etseulementsi, fg =gf si, et seulementsi, f € €(g).

Deuxiéme partie :
Sous espaces stables

Dans cette partie f désigne un endomorphisme de E, et g un endomorphisme de E qui com-
mute avec f c’est-a-dire fg=gf.

Soit x e ker f, on q f(g(x)) = g(f(x)) = g(0) =0, donc g(x) € ker f.
Soit x € Im f, il existe x’ € E tel que x = f(x'), donc g(x) = g(f(x) = f(g(x")) eIm f.
Soit A € K.

On aldg, f € €(g) et €(g) sous espace vectoriel, donc f— Aldg € €(g).

Soit x € ker(f — AIdg), puisque g commute avec f — Aldg, d’apres le résultat de la question
7,ona g(x)eker(f—Aldg).

Troisieme partie :
Commutant d’'un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie E est I'espace vectoriel E := R3, B = (e}, e, e3) désigne la base canonique de
E. Soit f 'unique endomorphisme de E vérifiant f(e;) = e1, f(e2) =2e, et f(e3) =3es.

Soitu=(x,y,z) € E.

u=xey+ye+zes.
Fx,y,2) = flxer + yes + ze3) = xf(e1) + y(e2) + zf (e3) = xey +2yes +3zes = (x,29,32).

Soit Ay, A2, A3 € Ret h’endomorphisme de E définie par h(x, y,z) = (A1x, A2y, A32). (hf)(x,y,2) =
h(f(x,y,2)) = h(x,2y,3z) = (11x,212¥,3132) et de méme on a (fh)(x,y,2) = f(h(x,y,2)) =
f()le, /12)/, /’lgz) = (/11x,2/12y,3/13z). Donc I’lf = fh

(x,¥,2) € ker(f —Idg) si, et seulement si, (0, y,2z) = 0 si, et seulement si, y = z = 0. Donc

ker(f - Ig) =Vect(e)

(x,¥,2) € ker(f —21dg) si, et seulement si, (—x,0, z) = 0 si, et seulement si, x = z=0. Donc

ker(f — Ig) = Vect(ez)

(x,y,2) e ker(f —31dp) si, et seulement si, (—2x,—y,0) = 0 si, et seulement si, x = y = 0. Donc

ker(f - I}gl) = Vect(e3)

Soit g € € (f) c’est-a-dire g est un endomorphisme de E qui commute avec f.

On a e € ker(f —Idg), et g commute avec f, d’apres de résultat de la question 9.2, on a g(e1) €
ker(f —Idg). On a g(e;) € Vect(ey), il existe alors a; € R tel que g(e;) = ae;.
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De méme, que la question précédente, e, € ker(f —21dg) et e3 € ker(f — 31Idg), donc (par le
résultat de la question 9.2) g(e») € ker(f —21Idg) et g(e3) € ker(f —31dp), il existent alors a2, a3 €
R tels que glex) = azey et gles) = azes.

Soit (x,y,2) € E,ona

gx,y,2) = g(xe1+yer+ze3)
= xgley) +yglezx) +zg(es)
= Xaje;+yazex+zases

= (a1x,a2y,a32)

Hﬁwb

Bonne chance

N T »
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