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Devoir Libre N° 1

Sous espaces stables

-©-

, Rappel «

Soit E un K espace vectoriel et # un endomorphisme de E.

# Un sous espace vectoriel F est dit stable par u, si u(F) < F.

# On rappelle que u® = Idg, u! = u, u? = uo u, plus généralement, u” = uouo...ou.
—_————

p-fois

m m
#SiP= Z ap X~ € K[X], alors P(w) désigne I'endomorphisme P(u) := Z aru®.
k=0 k=0

@ )
PROBLEME

Dans tout le probléeme, E est un espace vectoriel de dimension n = 1.
Si u est un endomorphisme de E et A € K, on note Ej (u) = ker(u — A1dg).

Premiére partie :
Généralités

Soit A € K, u et v deux endomorphismes de E.
Montrer que si © et v commutent, alors ker v, Im v et E; (v) sont stables par u.
Soit P € K[X]. Montrer que ker(P(u)) est stable par u.
Montrer que si e € E (1), alors Vect(e) est stable par u.

Montrer que si D est une droite vectorielle de E stable par u, alors il existe A € K tel que D <
Ej(w).

Soit r un entier naturel.

.
Montrer que si Ej, ..., E; sont des sous espace vectoriels de E stables par u, alors Z E; est
i=1
stable par u.

;
Soit A4,...,A, € K et ny,...,n, € N. Montrer que la somme Zker((u—/lilg)"") est stable
i=1

par u.
On suppose dans cette question que I'’endomorphisme u vérifie : Vx € E, la famille (x, u(x)) est
liée.
Montrer que pour tout x € E'\ {0}, il existe un unique 1, € K tel que u(x) = A x.

Montrer que si x, y € E\ {0}, alors A = A,. Ind : on pourra distinguer les deux cas (x, y) liée
ou libre.
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Montrer que u est une homothétie.

Soit u un endomorphisme laissant stable tout sous espace vectoriel de E. Montrer que u est
une homothétie.

Deuxiéme partie :
Endomorphisme sans sous espace stable strict et non nul

Dans cette partie, E = R? (donc K = R) et u 'endomorphisme canoniquement associé a la

matrice
0 1
A=
-1 0
Montrer que u? = —Idg.
On suppose qu’il existe un sous espace vectoriel D stricte et non nul de E stable par u.
Justifier que D est une droite vectorielle.
Soit e un vecteur non nul de D.

Montrer qu'il existe A € R tel que u(e) = 1e.

Montrer que 12 = —1.

En déduire que les seuls sous espaces vectoriels stables par u sont le sous espace vectoriel nul
etE.
Troisiéme partie :
Cas d’'un endomorphisme nilpotent
Dans cette partie, u est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence p € N* c’est-a-
dire: uP =0 et u”! £0.
Justifier I'existence d'un vecteur non nul e € E tel que uP~!(e) # 0.
Montrer que la famille (e, u(e),..., uP~1(e)) est libre.
En déduire que p < n.
Dans la suite u est un endomorphisme nilpotent d’'indice n c’est-a-dire p = n.
Montrer qu'il existe une base 28 = (e, ..., e;) de E dans laquelle la matrice de u est :

01 0 .. 0
0

o .1 0

0 0 ... 0 1

o ... ... ... 0

Dans la suite on fixe une telle base. Pour 1 < k < n, on pose Fy = Vect(ey, ..., ex).
Montrer que pour tout 1 < k < n, Fj. est un sous espace stable par u. Quelle est la dimension de
Fi?
Soit F un sous espace vectoriel non nul et stable par u. On pose A ={k € [1,n]/F < Fy}.
Justifier que A admet un plus petit élément d, et que F < Fy.
Montrer que F contient un élément z de laforme z=a e, +... + a4e4 avec a g # 0.
Montrer que pour tout 1 < k < d, u*(z) € F.
Montrer que la famille (z, u(z2),..., u*"1(2)) est libre, puis que dim F = d.

En déduire que F = F;.
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