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Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédation.
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Soit E un K espace vectoriel, # un endomorphisme de E et A € 4, (K).
# On dit que u est une homothétie s’il existe A € K tel que u = A1dg ®
# On dit que A est une matrice scalaire s’il existe 1 € K tel que A= A1},.

, Questions de cours ~

Rappeler la définition de la somme des sous espaces vectoriels Ej, ..., E.

Rappeler la définition de la somme directe des sous espaces vectoriels Ej, ..., E;,.
Rappeler la définition d'une forme linéaire sur un espace vectoriel E. ®
Rappelr la définition d'un hyperplan d'un espace vectoriel E.

Donner un résultat du cours qui caractérise les hyperplans a I'aide des formes li-
néaires.

@ )
Exercice 1
Montrer que H :={A€ 4, ([K) / tr A= 0} est un hyperplan de .4, (K).
Soit ¢ : K[X] — K I'application définie par : ¢ (P) = P(1).
Montrer que ¢ est une forme linéaire non nulle sur K[ X].
En déduire que K[ X] = ker ¢ & Vect(X).

PROBLEME

Le but du probleme est de démontrer que toute matrice A de .#»(K) non scalaire est semblable a la
—detA
1 trA

matrice (

Une question préliminaire :

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie , # un endomorphisme de E et A la matrice de u dans
une base %.
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Montrer que u est une hamothétie si, et seulement si, A est une matrice scalaire.

Premiére partie :
Un exemple

1 -1
A=
b))
Onnote ul’endomorphisme de E = K2 canoniquement associé ala matrice A. Enfin B = (e1, e2)
désigne la base canonique de E.

Vérifier que la matrice A est inversible.

Déterminer u(e;) et u(ey).
Dans la suite de cette partie v = e; et vy = u(ey).

Déterminer les deux vecteurs v; et vs.

Montrer que (v1, v2) est une base de E.

Déterminer deux nombres a et § tels que u(v2) = avy + fv,.
Déterminer la matrice de u dans la base (vq, v2).

Dans cette partie A désigne la matrice

—detA
En déduire que la matrice A est semblable a la matrice ((1) tf(j) )

Deuxieéme partie :
Une caractérisation des homothéties

Dans cette partie E désigne un K-espace vectoriel et # un endomorphisme de E vérifiant :
Vx e E, lafamille (x,u(x)) estliée.

Montrer que pour tout x € E'\ {0}, il existe un unique 1, € K tel que u(x) = A x.
Soit x, y € E\ {0}.
Montrer que si la famille (x, y) est liée, alors A, = A,

Montrer que sila famille (x, y) estlibre, alors 1, = A,. Indication : on pourra calculer u(x+y)
de deux facons.

11.| En déduire que u est une homothétie.
Troisiéme partie :
Démonstration du résultat

Dans cette partie A € 4> (IK) est une matrice non scalaire. On désigne par u I’endomorphisme
de E = K? canoniquement associé a la matrice A.

Vérifier 'existence d'un vecteur e € E tel que la famille (e, u(e)) soit une base de E.
On pose v; = e et vy = u(e). P désigne la base (vy, v).

Justifier I'existence de deux nombres a, b € K tels que u(v,) = avy + bv,.
Déterminer B la matrice de u dans la base 23.
En déduire que A est semblable a la matrice

[

Montrer que b=tr Aet a=—det A.

PSI 2/2 M. AQALMOUN
www.aqalmoun.com



