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Corrigé

Devoir Surveillé N° 2

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

-

Questions de cours

Cours

Exercice 1
Soit A la matrice

011
A=(1 0 1
1 10
X -1 -1 X+1 -X-1 0 X+1 0 0
XA = det(XI?,—A)Z -1 X -1 =L,—L,-L, -1 X -1 =C,—Co+Cy -1 X-1 -1
-1 -1 X -1 -1 X -1 -2 X
= X+DXX-D-2=X+DX+DX-2)=X+1*X-2)
Les valeurs propres de A sont: —1 et 2.
Les sous espaces propres de A :
Le sous espace propre E_; (A) :
x X x
VIeEE (Ao Aly|=—|y|ex+y+z=0o x=-y—-2z.Donc
z z z
-1\ (-1
E_ (A =Vect|| 1],]0
0 1
Le sous espace propre E»(A) :
X X X —2x+y+z = 0
V|IeE(A) e Aly|=2|y|le{ x-2y+z = 0 ©x=y=z.Donc
z z z xX+y—-2z =0
1
E>(A)=Vect| |1
1
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Exercice 2
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomorphismes de E.

Si 0 est une valeur propre de uv alors det(uv) = 0, par suite det(vu —0.1dg) = det(vu) = 0, ainsi
0 est une valeur propre de vu .
Soit A une valeur propre non nulle de uv et x un vecteur propre de uv associé a A.

Ona u(v(x)) = Ax. Si v(x) =0 alors Ax =0, or x # 0, on obtient A = 0, ce qui contredit le fait
que A est non nulle. D’ou1 v(x) # 0.

Onau(v(x)) = Ax,donc v(u(v(x))) = Av(x), end autres termes (vu) (v(x)) = Av(x), or v(x) #
0, il vient que A est une valeur propre de vu.

Soit A une valeur propre de uv. Si A =0, d’apres le résultat de la question 1, A est une valeur
propre de vu. Si A est non nulle, d’apres le résultat de la question précédente, A est une valeur
propre de uv. On en déduit alors que Sp(uv) < Sp(vu). Avec un méme raisonnement, on a
Sp(vu) < Sp(uv). D’otli le résultat.

Exercice 3
Remarquons d’abord que X divise P si, et seulement si, P(0) = 0. Donc

F={PeK[X] / P(0)=0}

Soit maintenant f : K[X] — K l'application définie par f(P) = P(0). Clairement, f est une forme li-
néaire non nulle sur K[X] (f(1) =1 #0). Donc F = ker f est un hyperplan de K[X].

PROBLEME

Soit A € ./3(R) une matrice telle que A # 0 et A3 + A = 0. Soit u 'endomorphisme de E = R? canoni-
quement associé a la matrice A.

Premiére partie :
Le spectre de u

Notons 28 la base canonique de R3. On a #g(u) = A # 0, donc u # 0. Aussi Mg (U3 + u) =
A3+ A=0,donc ud+u=0.

Ona A% =—A, doncdet(A%) =det(—A) = (-1)3det A= —det A, par suite (det(A))3+det A=0, ou
encore det(A) ((detA)? +1) = 0. Or (det A)? + 1 # 0, il vient alors que det A = 0, donc A est non
inversible.

Ona u®+ u =0, donc X3 + X est un polynéme annulateur de u.

Puisque A est non inversible, 0 est une valeur propre de A.
Réciproquement, si A est une valeur propre de A (donc de u), alors A est une racine de X3+ X,
donc A = 0 (car 0 est la seule racine réelle de X° + X).

Deuxiéme partie :
Réduction de A
Pour la suite du probléeme F désigne le sous espace vectoriel F := ker(u? +Id).

Par I'absurde supposons que F = 0, donc u? + Idg est un isomorphisme, or u(u? +Idg) = 0, il
vient que u = 0, ce qui contredit le fait que u # 0.
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On a keru # {0} car 0 est une valeur propre de u. Soit x un vecteur non nul du keru, on a
W +1dp)(x) = 2 (xX) +x=x #0, par suite x g€ F, d’ott F C E, ainsi dimF < dim E = 3, il vient
donc que dimF < 2.

F non nulle implique dim F > 0, d’apres ce qui précede, les valeurs possible de dim F sont 1 et
2.

Les deux endomorphsmes u et u? + Idg commutent, donc F = ker(u? + Idg) est stable par u.

On suppose par I'absurde que dim F # 2, dans ce cas dim F = 1 c’est-a-dire que F est une droite
vectorielle. Soit z un vecteur non nul de F, on a donc F = Vect(z). De la stabilité de F par u, il
vient que u(z) € Vect(z). Il existe alors a € R tel que u(z) = az, en particulier u%(z) = au(z) =
a?z, d’autre part u?(z) = —z car z€ F. On a donc —z = a®z, ou encore (a? +1)z = 0. Ce qui n'est
paslecascarz;éOeta2+l;é0.

Soit x € ker un F, donc u(x) = 0 et u?(x) + x = 0, par suite x = 0.

ker u est non nul car u n’est pas bijective (0 valeur propre de u), donc dimker u = 1. Par suite
3=dim(kerue F) = dimker u+dim F = 1+2 = 3, ainsi dimker «+dim F = 3. On en déduit alors
quekerue® F=E.

Soit v 'endomorphisme induit par u sur F et e un vecteur non nul de F.

F sable par u et e€ F, donc u(e) € F.
dim F = 2, il suffit alors de montrer que cette famille est libre. Soient «, € R tels que ae +

Bu(e) =0 (x). On applique u a cette égalité, on obtient au(e)+ fu?(e) = 0, donc au(e) - fe =
0 (x*). On combinant les deux équations précédentes de la fagon suivantes a(x) — f(**),
on obtient (a® + f%)e =0, donc @ = =0 (car e # 0).

Onav(e)=0e+1v(e) et v(v(e) = uz(e) =—e+0v(e), donc

(0 -1
‘=3
Soit e; un vecteur non nul du ker u (il forme alors une base du ker u). Alors la famille (ey, e, v(e))

est une base de E (plus précisément, c’est une base adaptée a la somme keru e F = E). La
matrice de u dans cette base est donnée par :

00 O
0 0 -1
01 O

D’apres la formule de changement de bases la matrice A est semblable a la matrice

00 O
0 0 -1
01 O
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