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Corrigé

Devoir Surveillé N° 3

Il sera tenu compte, dans l'appréciation des copies,
de la précision des raisonnements ainsi que la clarté
de la rédaction.

@

Questions de cours

Cours
Exercice 1
Soit A la matrice
1T 1 1
A=1[1 1 1
1 1 1

Par un calcul simple, on a A? = 3A.

D'aprés le résultat de la question précédente, X2 — 3X = X(X — 3) est un polynéme
annulateur de A scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.

Les sous espaces propres de A. On a xa = X*(X — 3) donc Sp(A) = {0, 3}.

X —1 —1
y | € Eo(A) si, et seulement si, x +y +z = 0. Donc Ey(A) = Vect 1],
z 0 1
X
y | € E3(A) si, et seulement si, x =y = z. Donc E3(A) = Vect 1
z 1
0 00 -1 -1 1
D=0 0 0|etP={0 1
0 0 3 1 0

Exercice 2
Soit a € R et A la matrice

(5

Si a # 1 alors A admet deux valeurs propres distinctes 1 et a, par suite elle est
diagonalisable.

Si a # 1 alors A est diagonalisable (le résultat de la question précédente).
St a =T alors A n'est pas diagonalisable, en effet Sp(A) = {1}, et E;(A) = Vect ( (_]1 ) ) ,
par suite dimEq(A) =1#my = 2.
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Exercice 3

Soit A € My(K) une matrice diagonalisable. Il existe une matrice diagonale D € My (K)
et une matrice inversible P € GL,(K) telles que A = PDP~'. On a A> = (PDP)? =
PDP~'PDP~! = PD?P~". Or la matrice D est diagonale, la matrice A2 est alors diagonali-
sable.

PROBLEME

Dans tout le probléme, E désigne un espace vectoriel de dimension n > 2 et u un endomor-
phisme de E. Soit A1,...,A; les valeurs propres deux a deux distinctes de u. Pour 1 <1i <,

L= 11 35
T IPYEDY
j=15#
Premiére partie :
Polynémes de Lagrange

on pose

A1y ..., Ar sont des racines deux a deux distinctes du polynéme caractéristique de u, or
ce dernier est de degré n, on a doncr <m.

Le polynome L; est produit de r — 1 polynémes de degré 1, donc degLi =1 —1.
Pour 1 < i,k <1, calculer Li(Ay).
T
Sik=1o0nali\) = )\T )\?
=1

Si k # 1, dans ce cas X — A divise L donc Li(Ax) = 0. Plus précisément

=1

T

XA X — A
R — 11

AREFFIT I
D'ou le résultat.
La famille (Ly,...,L;) aréléments et dim K,_;[X] =, il suffit alors de démontrer qu'il est

T T
libre. Soient «y,..., 0 € K tels que Z oli=0.Pour1<k<r ona Z oiLi(Ax) =0,
i=1 i=1
tenant-compte le résultat de la question précédente, on obtient o = 0.

Soit P € K,_1[X]. Puisque (Ly,...,L;) est une base de K,_1[X] ils existent «1,..., € K

tels que P = Z L. Pour T<k <1, onaP(A) = Z o Li(Ax) = oLk (Ax) = o. Ainsi

i=1 i=1
T
P=) PAJL.
i=1

Par application du résultat de la question précédente au polyndme constant P = 1.

Deuxiéme partie :
Somme des sous espaces propres

Le but de cette partie est de démontrer que la somme des sous espaces propres est
directe. Dans cette partie L désigne le polynome

L=]]xX-»)
j=1
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(7) seit1<i<r

T T
L = J[X=A)=X-A) J] X=»)
j=1 j=1,j#
i X =A
_ ) A\ )
B (X_)\]).H.U\l )\]).H.Ai_)\j
j=1,j#i j=T,j#i
= auX=M)L

Ou X = H ()\i*}\j)

=1,
Soit 1 <i<tetxeker(Li(u)). Ona L(w) = og(w— A; Idg)Li(w), donc
L(w)(x) = o (w—Aildg) (Li(w)(x)) = o4 (w—Aildg) (0) =0

Par conséquent x € ker(L(u)).

Soit 1 <i<retxeEy(u). Onal(u)=oLi(u)(u—A;lde), donc

L(w)(x) = o (Li(w)) ((w=AId g)(x)) = o (Li(w)) (0) =0
Par conséquent x € ker(L(u)).
Soit 1 <i<retxe&ker(L(u).On a

(w—=Aildg)(Li(u)(x)) = ((u—Ide)Li(u)) (x) = iL(u)(X) =0

Donc (Li(u))(x) € Ex, (u).

Soit x € kerL(u).
T T
Onal= Z L;, donc Idg = Z Li(u). Par conséquent x = Idg(x Z Li(
i=1 i=1

Puisque x € ker(L(u)), on a donc Li(u)(x) € Ej (u), donc x = ZL IS

ZEM(u). Or les Ej (u) sont des sous espaces vectoriels de ker(L(u)), on a donc
i=1
kerL{u) =Y 1, Ex(w).
Soit (x1,...,%r) € Ej, (1) x ... x Ex, (u) tel que in =0.Soit1<j<r.
i=1
Soit T < i< ravecisj. Puisque xj € Ej (u), on a donc Li(u)(x;) = Li(Aj)x; = 0 car
Li(A;) =0.
Méme raisonnement de la question 11.1.
T
Onax = ZLi(u)(xi) = Lj(u)(x) + Z Li(u)(xi) = Li(uw)(x;).
i=1

i=1,i#
=0
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T T T
On a in =0, donc Lj(u) (in) =0 ou encore Z Lj(u)(xi) =0. Pouri+jona
i=1 i=1

i=1
Lj(u)(xq) = 0. La somme précédente donne Lj(u)(x;) = 0, par suite x; = Lj(u)(x;) = 0.

T
D’aprés le résultat de la question 12 la somme ZE;\i(u) est directe. On en déduire
i=1
.
alors, par le résultat de la question 11.2, que kerL(u) = @E;\i(u).
i=1
Si L est un polyndme annulateur de u alors E = ker(L(u)) = €;_; Ex,(u). Les sous

espaces propres de u sont alors supplémentaires dans E, par conséquent u est diago-
nalisable.
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