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Exercice 1Soit A la matrice
A =

1 1 1

1 1 1

1 1 1


�� ��1. Par un calcul simple, on a A2 = 3A.�� ��2. D’après le résultat de la question précédente, X2 − 3X = X(X − 3) est un polynômeannulateur de A scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.�� ��3. Les sous espaces propres de A. On a χA = X2(X− 3) donc Sp(A) = {0, 3}.xy

z

 ∈ E0(A) si, et seulement si, x+ y+ z = 0. Donc E0(A) = Vect−1
1

0

 ,−1
0

1

xy
z

 ∈ E3(A) si, et seulement si, x = y = z. Donc E3(A) = Vect11
1


�� ��4. D =

0 0 0

0 0 0

0 0 3

 et P =

−1 −1 1

0 1 1

1 0 1


Exercice 2Soit a ∈ R et A la matrice

A =

(
a 1

0 1

)
�� ��1. Si a 6= 1 alors A admet deux valeurs propres distinctes 1 et a, par suite elle estdiagonalisable.�� ��2. Si a 6= 1 alors A est diagonalisable (le résultat de la question précédente).Si a = 1 alorsA n’est pas diagonalisable, en effet Sp(A) = {1}, et E1(A) = Vect(( 1

−1

)),par suite dimE1(A) = 1 6= m1 = 2.
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Exercice 3Soit A ∈ Mn(K) une matrice diagonalisable. Il existe une matrice diagonale D ∈ Mn(K)et une matrice inversible P ∈ GLn(K) telles que A = PDP−1. On a A2 = (PDP−1)2 =
PDP−1PDP−1 = PD2P−1. Or la matrice D est diagonale, la matrice A2 est alors diagonali-sable. PROBLÈME
Dans tout le problème, E désigne un espace vectoriel de dimension n ≥ 2 et u un endomor-phisme de E. Soit λ1, . . . , λr les valeurs propres deux à deux distinctes de u. Pour 1 ≤ i ≤ r,on pose

Li =

r∏
j=1,j 6=i

X− λj
λi − λj

Première partie :
Polynômes de Lagrange�� ��1. λ1, . . . , λr sont des racines deux à deux distinctes du polynôme caractéristique de u, orce dernier est de degré n, on a donc r ≤ n .�� ��2. Le polynôme Li est produit de r− 1 polynômes de degré 1, donc degLi = r− 1.�� ��3. Pour 1 ≤ i, k ≤ r, calculer Li(λk).

Si k = i, on a Li(λi) = r∏
j=1,j 6=i

λi − λj
λi − λj

= 1.
Si k 6= i, dans ce cas X− λk divise Li donc Li(λk) = 0. Plus précisément

Li =
X− λk
λi − λk

r∏
j=1,j 6=i,j 6=k

X− λj
λi − λj

D’où le résultat.�� ��4. La famille (L1, . . . , Lr) a r éléments et dimKr−1[X] = r, il suffit alors de démontrer qu’il est
libre. Soient α1, . . . , αr ∈ K tels que r∑

i=1

αiLi = 0. Pour 1 ≤ k ≤ r, on a r∑
i=1

αiLi(λk) = 0,tenant-compte le résultat de la question précédente, on obtient αk = 0.�� ��5. Soit P ∈ Kr−1[X]. Puisque (L1, . . . , Lr) est une base de Kr−1[X] ils existent α1, . . . , αr ∈ K

tels que P =

r∑
i=1

αiLi. Pour 1 ≤ k ≤ r, on a P(λk) = r∑
i=1

αiLi(λk) = αkLk(λk) = αk. Ainsi
P =

r∑
i=1

P(λi)Li.�� ��6. Par application du résultat de la question précédente au polynôme constant P = 1.
Deuxième partie :

Somme des sous espaces propresLe but de cette partie est de démontrer que la somme des sous espaces propres estdirecte. Dans cette partie L désigne le polynôme
L =

r∏
j=1

(X− λj)
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L =

r∏
j=1

(X− λj) = (X− λi)

r∏
j=1,j 6=i

(X− λj)

= (X− λj)

r∏
j=1,j 6=i

(λi − λj)

r∏
j=1,j 6=i

X− λj
λi − λj

= αi(X− λi)Li

Où αi = r∏
j=1,j 6=i

(λi − λj)

�� ��8. Soit 1 ≤ i ≤ r et x ∈ ker(Li(u)). On a L(u) = αi(u− λi IdE)Li(u), donc
L(u)(x) = αi (u− λi Id E) (Li(u)(x)) = αi (u− λi Id E) (0) = 0

Par conséquent x ∈ ker(L(u)).�� ��9. Soit 1 ≤ i ≤ r et x ∈ Eλi(u). On a L(u) = αiLi(u)(u− λi IdE), donc
L(u)(x) = αi (Li(u)) ((u− λi Id E)(x)) = αi (Li(u)) (0) = 0

Par conséquent x ∈ ker(L(u)).�� ��10. Soit 1 ≤ i ≤ r et x ∈ ker(L(u)). On a
(u− λi Id E)(Li(u)(x)) = ((u− Id E)Li(u)) (x) = 1

αi
L(u)(x) = 0

Donc (Li(u))(x) ∈ Eλi(u).�� ��11. Soit x ∈ ker L(u).�� ��11.1 On a 1 = r∑
i=1

Li, donc IdE =

r∑
i=1

Li(u). Par conséquent x = IdE(x) = r∑
i=1

Li(u)(x).
�� ��11.2 Puisque x ∈ ker(L(u)), on a donc Li(u)(x) ∈ Eλi(u), donc x =

r∑
i=1

Li(u)(x) ∈

r∑
i=1

Eλi(u). Or les Eλi(u) sont des sous espaces vectoriels de ker(L(u)), on a donc
ker L(u) = ∑r

i=1 Eλi(u).�� ��12. Soit (x1, . . . , xr) ∈ Eλ1(u)× . . .× Eλr(u) tel que r∑
i=1

xi = 0. Soit 1 ≤ j ≤ r.�� ��12.1 Soit 1 ≤ i ≤ r avec i 6= j. Puisque xj ∈ Eλj(u), on a donc Li(u)(xj) = Li(λj)xj = 0 car
Li(λj) = 0.�� ��12.2 Même raisonnement de la question 11.1.�� ��12.3 On a xj = r∑

i=1

Li(u)(xi) = Lj(u)(xj) +
∑
i=1,i 6=j

Lj(u)(xi)︸ ︷︷ ︸
=0

= Lj(u)(xj).
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i=1

xi = 0, donc Lj(u)( r∑
i=1

xi

)
= 0 ou encore r∑

i=1

Lj(u)(xi) = 0. Pour i 6= j on a
Lj(u)(xi) = 0. La somme précédente donne Lj(u)(xj) = 0, par suite xj = Lj(u)(xj) = 0.�� ��13. D’après le résultat de la question 12 la somme r∑

i=1

Eλi(u) est directe. On en déduire
alors, par le résultat de la question 11.2, que ker L(u) = r⊕

i=1

Eλi(u).�� ��14. Si L est un polynôme annulateur de u alors E = ker(L(u)) =
⊕r

i=1 Eλi(u). Les sousespaces propres de u sont alors supplémentaires dans E, par conséquent u est diago-nalisable.
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