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Corrigé

Devoir Surveillé N° 3

I sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Mp(K)

Questions de cours

Cours

Exercice 1

Soit P € R[X].
?P(t
lim 2P(e " = lim o8 o,
t—+00 t—+ t

co e

D’apres la question précédente on a P(f)e™! =, o(%),par la régle de Riemann l'intégrale
+00 +00
P(te ldt converge absolument donc converge. En particulier I'intégrale f P(te 'dt
0

C(l)nverge.
+00
Pour P, Q € R[X], on pose (P,Q)=f P(t)Q(t)e_tdt.
0

Notons que le résultat de la question précédente justifie la définition de 'application (.,.).
Soient P;,P,,QeR[X] et AcR.Ona

(P1+AP2,Q)

+00
f (P1(1) + AP (1) Q(1)e 'dt
0

+00 +00
f Pl(t)Q(t)e‘fdtmf P, (HQ(te 'dt
0 0
(PI»Q> +A<P27 Q)

D’ot1 la linéarité par rapport a la premiére variable.
+00

+00
Soient BPQ € R, on a (PQ) = f P(H)Q(te 'dt = f Q(HP(te 'dt = (Q,P), donc I'ap-
0 0

plication est symétrique.Notons aussi que la symétrie implique la linéarité par rapport a la
deuxiéme variable. o

Soit P e R[X], ona (B Q) = f P(t)ze_tdt = 0. De plus si (B, P) = 0, tenant compte la conti-

0

nuité et la positivité de t — P(t)e” !, on obtient Vi € Ry, P(t)e " =0, donc Vt € Ry, P(t) = 0. Le
polyndéme P admet donc une infinité de racines, on en déduit alors que P = 0.
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Soit k = 1. Par une intégration par parties on a

+00 k +00 k , k +00 +00 &
f t e_tdt:—f t*(e7") :—[t e“] +kf t*"le7tdt
0 0 0 0

+o0
—kf e tdr = k(xX* 1 1)
0

(x*,1)

Montrons par récurrence sur n €N, que (X", 1) = n!:
Pourn=0,0ona

+00
(x%1)=q@,1) :f e ldt=—[e"];T=1=0
0

Soit n € N, et supposons que (X", 1) = n!. On, D’aprés la question précédente, (X"1,1) =
(n+1){X", 1), en combinant avec '’hypotheése de récurrence, on obtient (X™ y=m+1Dn!=
(n+1)!. D’ol1 le résultat.

Soit n,meN, ona(X’",X">=f t"rme‘fdtzf tMe T d = (XM 1) = (n+ m)l.
0 0

Par définition de lanorme on a, || X" || = \/(X",X”) = \/(Zn)!.

+00 +00

Exercice 2 Soit M € /> (R).

Soit M = (j Z) € 45(R). Ona

X—-a -b

—c X_d‘=(X—a)(X—d)—bc:Xz—(a+d)X+ad—bc:Xz—tr(M)X+detM

Le discriminant du polynéme caractéristique yas est A = (tr(M))? —4det M > 0, donc y s pos-
sede deux racines réelles distinctes, il est alors scindé a racines simples, par suite M est diago-
nalisable.

On suppose dans cette question que (tr(M))? = 4det M.
xv = X2 (M) X + 1 ()2 = (X - Lu ()’

Puisque %trM est la seule valeur propre de M, alors M est diagonalisable si, et seulement
si, X — %tr m est annulateur de M si, et seulement si, M = %tr(M) b

Exercice 3 Soit A€ ./, (K) dont tous les coefficients valent 1.

1 1 ... 1}y(1 1 ... 1 n n .. n
1 1 ... 1]]j]1 1 ... 1 n n .. n
1 1 ... 1)J\1 1 ... 1 n n .. n

D’apres le résultat de la questio précédente, X? — X = X(X — n) est un polyndéme annulateur de
A qui est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.

PROBLEME

Premiére partie :
Polynomes de Lagrange
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Soient xi,..., X, des nombres réels deux a deux distincts. Pour 1 < i < n, on définit le polynéme L;

par:
o (X =xg)

L;=
k=1 (i —xg)
k#i
L; est un produit de n — 1 polynémes de degré 1, donc degL; = n—1.
X—xj (X —xp)

Soitl<j<navecj#i.Danscecasonal; = ]_[ .Donc
Xi—Xj = (i —xk)
k#i
k#i
Xi—xi 1 (xi—Xxk)
Lity="—L]] T—=
Xi—Xj =y (X — Xg)
k#i
k#i
o (X — xg)
Lit) =[] ——% =1
k=1 (Xi = Xg)
k#i
n
Soient yj,...,yn €R.Onpose L= ) yxLy.Ona
k=1

n n
Lx)) =) yxLe(x) =yiLi(x)+ Y. yxLi(xi) = yi
k=1 k=1,k#i

Car Li(x;) =0si k#i.
n

Pour BQ € R,,_1[X], onpose (BQ) = ¥ P(xx)Q(xp).
k=1

Soient P1,P>,Q € R,,_1[X] et A € K. Alors

(P1+AP2, Q) = Y (P1(xp)+AP2(x) Q(xi) = Y P1(xi) Q(xi)+A Y Po(x) Q(x) = (P1, Q) +A(P2, Q)
k=1 k=1 k=1

AinsiI'application est linéaire par rapport a la premiére variable.
n

n
Soit BLQ € R,—1[X], ona(PQ) = Y P(xp)Q(xx) = ), Q(xx)P(xx) = (Q,P), donc I'applica-
k=1 k=1
tion est symétrique. La linéarité par rapport a la premiére variable et la symétrie entraine la

bilinéarité de I'application.
n n
Soit P € R,,—1[X]. Alors (P.P) = Y P(x)* = 0. Side plus (P P) =0, alors Y_ P(x;)* =0, donc
k=1 k=1
1 <Vk < n, P(x;)?> = 0 ouencore P(x;) = 0. Le polyndme P admet alors 7 racines, et comme
son degré est majoré par n— 1, il vient alors que P = 0.

Soit PER,_j[X]etl<i<n.Ona

(Li,Py=)_ Li(x)P(xp) = Li(x)P(x;)+ Y Li(x;)P(xg) = Li(x;)P(x;) = P(x;).
k=1 k=1,k#i

D’ou1 le résultat.

Soit 1 <, j < n. D’apres la question précédente, on a (L;, L;) = L;(x;). Par suite (L;, L;) =0
sii#jet(L;L;)=1.Ce qui montre que la famille (Ly,...,L,) est orthonormale, en parti-
culier elle est libre. Puisque dimR;,_; [X] = n, c’est alors une base de R;_;[X]. On en déduit
alors que (Ly,...,L;) est une base orthonormale de R;,_; [ X].
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Deuxiéme partie :
Commutant d’'un endomorphisme diagonalisable

Soit E un R espace vectoriel de dimension n et u € £ (E). On suppose, jusqu'a la fin du pro-
bleme, que u possede n valeurs propres 11,...,1, deux a deux distinctes.

A1,..., Ay sontles racines du polyndome caractéristique de u, il est alors scindé a racines simples,
et donc u diagonalisable .

Ai est une valeur propre simple de u, donc dimE), (u) = 1 c’est-a-dire Ej, (u) est une droite
vectorielle. Puisque e; est vecteur non nul de Ej, (1), on a donc Ey, (1) = Vect(e;).

Soit w € Z(E) tel que uw = wu.
Soitl<i<n,onau(w(e;))=w(ule)) =we)=Aw(e;),donc w(e;) € Ey, (u).

Pour1<i<n,onaw(e;) € E,, (u) = Vect(e;), il existe alors a; € R tel que w(e;) = a;e;, par
suite e; est un vecteur propre de w. On en déduit alors (ey, ..., ;) est une base de E formée
de vecteurs propres de w. Lendomorphisme w est donc diagonalisable.

Troisiéme partie :
Racine carrée d'un endomorphisme diagonalisable

On suppose dans cette partie que les valeurs propres de u sont positives (1 < Vi < n, A; = 0).
Soit v € Z(E) tels que v =u.

On a uv = v’v = vv? = vu, donc les deux endomorphisme u et v commutent.

Puisque u et v commutent, d’apres le résultat de la question 8, 'endomorphisme v est diago-

nalisable.
Par la commutativité de u et v et le résultat de la question 8.1, il existe a; € R tel que v(e;) =
a;e;.

D’une partona u(e;) = A;e;, d’autre part u(e;) = v*(e;) = afe;, donc A; = a3, par suite a; = \/A;

oua; =—/A;.

11 suffit d’appliquer le résulta de la question 4 avec y; = a; et x; = A;.

Soit 1 < i < n. Puisque e; est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;, on ob-
tient Q(u)(e;)) = Q(A;)(e;) = aje;, mais on a aussi v(e;) = ;. Donc 1 <i < n, Q(u)(e;) = vie;).
Comme (e1,..., e,) est une base de E, il vient alors que Q(u) = v

Hﬂwb

Bonne chance

N T »
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