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Devoir Surveillé N° 4

Il sera tenu compte, dans 'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

, Questions de cours s

Rappeler la définition d'un endomorphisme symétrique.

Rappeler la définition d'un endomorphisme orthogonal.
Rappeler la définition d'un projecteur orthogonal. ®
Enoncer le théoréme spectral.

Rappeler la définition de 'endomorphisme adjoint .

@ ’

Exercice 1

Sans faire de calculs, montrer que la matrice A =

W = N

1 3
0 2] estdiagonalisable.
2 4

Exercice 2
Soit E un espace euclidien et u € £ (E) un endomorphisme symétrique.

Justifier I'existence d’'une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de u.
Montrer que si Sp(u) € R, alors pour tout x € E, (u(x), x) = 0.
Montrer que si pour tout x € E, (u(x), x) = 0, alors Sp(u) € R,.

PROBLEME

Soit E un espace euclidien, c’est-a-dire E est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un
produit scalaire noté (.,.), on désigne par ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.

Premiere partie :
Projecteur orthogonal
Soit p un projecteur de E c’est-a-dire p? = p.
On suppose dans cette question que p est un projecteur orthogonal.
Montrer que pour tout x,y € E, (p(x), y) = {(p(x), p(y)).
En déduire que p est symétrique.
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Montrer que pour tout x € E, [ p(x)]l < || x|l
Vérifier que pour tout x € E, {(p(x),x) = 0.
On suppose dans cette question que p est symétrique.
Soit x € ker p et y € Im p. Montrer que (x, y) =0.
En déduire que p est un projecteur orthogonal.

Deuxieéme partie :
Endomorphisme orthogonal

Soit # un endomorphisme orthogonal de E.
Montrer que u est un automorphisme de E et que u~! est orthogonal.
Montrer que pour tout x, y € E, (u(x), u(y)) ={x, ).
En déduire que u transforme toute base orthonormée de E en une base orthonormée de E.

Soit A une valeur propre de u et e un vecteur propre de u associé a A.

Montrer que ||u(e)[|? = A2 e||%.
En déduire que Sp(u) < {-1,1}.

Troisieme partie :
Endomorphisme orthogonal et sous espace stable

Soit # un endomorphisme orthogonal, on consideére 'endomorphisme v = u+ u~".

Montrer que v est un endomorphisme symétrique de E. En déduire que v est diagonalisable.
Soit ¢’ un vecteur propre de v.

Montrer que Vect(e', u(e')) est un sous espace stable par u.

En déduire que u admet au moins un sous espace stable non nul de dimension < 2.
On suppose dans la suite que F est un sous espace vectoriel de dimension 2 et sable par u. On
note v = u|r et Br = (e1, e2) une base orthonormée de F.

Montrer que v est un endomorphisme orthogonal de F.

Vérifier que [|v(e)) | = [v(e2)ll = 1 et (v(ey), v(e2)) = 0.

Montrer qu'’il existe 6 € R tel que v(e;) = cos(8)e; + sin(8) v,.

Montrer que v(ez) = —sin(f)e; + cos(f)e, ou v(ey) = sin(f)e; — cos()e,.
Déterminer la matrice de v dans la base %p.

L /
Bonne chance

N T »
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