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Devoir Libre N°

Arithmétiques dans Z

Définition :

D Soient a, b e Z et n€N. On dit que " a est congrue a b modulo n" et on note a = b [n], o
si n|(b— a) (n divise b— a).

PROBLEM
Aroyal road to Fermat’slittle Theorem

First Part
Congruence modulo

Dans cette partie, on fixe un entier n € Z.
1. Soit (a, b) € Z?. Démontrer que a = b [n] si, etseulement si, il existe k € Z tel que a = b + kn.
. Montrer que la relation = est unewrelation d’équivalence sur Z.
. Montrer que si a = b[n] et k € Z, alors ka.= kb[n].
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4. Montre quesia=b [n] eta' =b' [n] alors a+a' = b+ D' [n] et ad' = bb' [n)].

5. Montrer que si r est le reste de la division euclidienne de a par n, alors a = r[n].
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. Soit a € Z. Montrer que n divise a si, et seulement si, a =0 [n].

Second part
Fermat’s little theorem

Dans cette partie, p est un nombre premier positif.

7. Montrer quessi k € [2, p— 11, alors kCj = pCI’;j,

Hint: ; ssnen mowy] nok oq

et en déduire que p divise CI’,f .

8. Montrer que pour tous n, me Z, (n+ m)? = n? + m” [p].
Hint : B[NUWIOJ [BIWIOUI(] SUOIMIN 3} 9S[)

9. En déduire que pour tout ne Z, (n+1)? =n?P +1 [p].
10. En déduire, par récurrence, que pour tout ne N, n” = n [p].
11. Montrer le résultat de la question précédente, lorsque n € Z.

12. Soit n € Z un entier premier avec p. Montrer que nP1=1 [pl.
Hint : -‘onpowt 1noyym uonsanb snoraaid o) Jo 3NSa1 aY3 ILINN
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