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Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1

Soient x0, x1, . . . , xn ∈K deux à deux distincts (n ≥ 1). Notons B = (e0,e1, . . . ,en) la
base canonique de Kn+1 (e0 = (1,0, . . . ,0),e1 = (0,1, . . . ,0), . . .).
On considère l’application ϕ : Kn[X ] → Kn+1 définie par ϕ(P ) =
(P (x0),P (x1), . . . ,P (xn)).�� ��1. Justifier que f est une application linéaire.�� ��2. Déterminer kerϕ, en déduire que ϕ est un isomorphisme.�� ��3. Montrer que pour tout i ∈ {0, . . . ,n}, il existe un unique polynôme Li ∈Kn[X ]

tel que ϕ(Li ) = ei . On déterminera une expression de Li .
Les Li s’appellent les polynôme de Lagrange.�� ��4. Justifier que L := (Li )0≤i≤n est une base de Kn[X ].�� ��5. Calculer les coordonnées d’un polynôme P ∈Kn[X ] dans la base L.

Exercice 2

Soient λ1, . . . ,λn ∈K deux à deux distincts, pour 1 ≤ i ≤ n , on note vi le vecteur
vi = (λi−1

1 , . . . ,λi−1
n ) élément de Kn .

Montrer que la famille (vi )1≤i≤n est une base de Kn .

Exercice 3

Soit E un ev de dimension n. F et G deux sev de E . Montrer que si dimF +dimG >
n alors F ∩G 6= {0}

Exercice 4

Soit f :R3 →R3 définie par f (x, y, z) = (x − y, z − y, x − y)�� ��1. Montrer que f ∈L (R3)�� ��2. Déterminer une base du ker f et une base de Im f . Vérifier que ker f et Im f
ne forme pas une somme directe.

Exercice 5

Soit a ∈K. Montrer que la famille ((X −a)i )0≤i≤n est une base de Kn[X ].
Donner les composantes de P ∈Kn[X ] dans cette base.

Exercice 6

Soit E en ev de dimension finie, f et g deux endomorphisme de E tels que E =
Im f + Im g = ker f +ker g . Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 7

Soit E un ev de dimension finie et soit f ∈L (E). Pour n ∈N on pose :
Kn = ker f n et In = Im f n�� ��1. Montrer que la suite (Kn)n est croissante et que (In)n est décroissante au

sens de l’inclusion.�� ��2. Montrer que ces deux suites sont stationnaires et que si p = min{i / Ki =
Ki+1} alors p = min{i / Ii = Ii+1}�� ��3. Montrer que E = Kp ⊕ Ip�� ��4. Montrer que f (Ip ) ⊆ Ip , et que l’endomorphisme induit par f sur Ip est un
automorphisme.

Exercice 8

Soit f ∈L (R3) tel que
f 3 =− f . Montrer que R3 = ker f ⊕ Im f

Exercice 9

Soit E un ev de dimension n. Soient f ,g ∈ L (E) tels que f + g est injectif et
Im g ⊂ ker f�� ��1. Montrer que r g ( f )+ r g (g ) = n
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�� ��2. En déduire que ker f = Im g

Exercice 10

Soit E un C ev de dimension n. Montrer que E est de dimension 2n en tant que R
espace vectoriel.

Exercice 11

Soit E un ev de dimension finie et f ∈ L (E). On suppose que pour tout x ∈ E , il
existe un entier nx ∈N tel que f nx (x) = 0.
Montrer qu’il existe n ∈N, tel que f n = 0

Exercice 12

Soit E un ev de dimension finie.
Montrer qu’il existe f ∈ L (E) tel que ker f = Im f si, et seulement si, E est de
dimension paire.

Exercice 13

Soit E un ev de dimension finie n et f ,g ∈L (E).�� ��1. Montrer que Im( f + g ) ⊆ Im f + Im g .�� ��2. Montrer que |r g ( f )− r g (g )| ≤ r g ( f + g ) ≤ r g ( f )+ r g (g )

Exercice 14

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f ,g ∈L (E) Montrer que
r g ( f )+ r g (g ) = r g ( f + g ) si, et seulement si, Im f ∩ Im g = {0} et ker f +ker g = E

Exercice 15

Soit E un ev de dimension n ,et f ∈L (E) tel que f n = 0 et f n−1 6= 0�� ��1. Montrer qu’il existe x0 ∈ E tel que (x0, f (x0), ..., f n−1(x0)) soit une base de E

�� ��2. On pose H = {g ∈L (E) , g f = f g }�� ��2.1 Montrer que H est une sous-algèbre de L (E)�� ��2.2 Montrer que dim H = n.
Ind: Montrer que (Id, f , ..., f n−1) est une base de H

Exercice 16

Soient x0, . . . , xn ∈K deux à deux distincts.

Montrer qu’ils existent λ0, . . . ,λn ∈ K tel que pour tour P ∈ Kn[X ] ,
∫ 1

0
P (t )d t =

n∑
i=0

λi P (xi ).

Exercice 17

Soit E un ev de dimension n ≥ 2.Montrer que l’intersection de deux hyperplans
distincts de E est un sev de dimension n −2

Exercice 18

Soient E un ev de dimension finie, f et g deux formes linéaires non nulles sur E .
Montrer que ker f = ker g si, et seulement si, la famille ( f , g ) est liée.

Exercice 19

Soient E un K ev de dimension n ≥ 1 et F un sev de E distinct de E de dimension
d .
Montrer que F est l’intersection de n −d hyperplans de E

Exercice 20

Soient E un K ev de dimension finie et f ∈L (E) Montrer que :

ker f = Im f ⇔ f 2 = 0 et dimE = 2r g ( f )
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Exercice 21

Soient E un K ev , F un sev de E et f ∈L (E)�� ��1. Montrer que si F ⊂ f (F ) et F de dimension finie alors f (F ) = F�� ��2. Le résultat reste t-il vrai si F n’est pas de dimension finie?

Exercice 22

Soit E un espace vectoriel de dimension 3, et f un endomorphisme de non nul
de E .�� ��1. Quelles sont les valeurs possibles du rang de f ?�� ��2. On suppose dans cette question que f 2 = 0, déterminer le rang f .�� ��3. On suppose dans cette question que f 3 = 0 et f 2 6= 0. Déterminer le rang de

f .

Exercice 23

Soit un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que
Im f soit une droite vectorielle de E et f 2 6= 0.�� ��1. Montrer que ker f ∩ Im f = {0}�� ��2. En déduire que ker f ⊕ Im f = E .

Exercice 24

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous espaces vectoriels
de E . Soit f : F ×G → E l’application définie par f (x, y) = x + y .�� ��1. Montrer que f est une application linéaire.�� ��2. Quelle est l’image de f .�� ��3. Montrer que la somme F +G est directe si, et seulement si, f est injective.�� ��4. Montrer que ker f = {(x,−x) ∈ F ×G /x ∈ F ∩G}.

�� ��5. Montrer que ker f et F ∩G sont isomorphes.�� ��6. En déduire la formule de Grassmann.

Exercice 25

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un sendomorphisme de E . Soit
F un sous espace vectoriel de E et u′ la restriction de u à F .�� ��1. Montrer que keru′ = F ∩keru.�� ��2. Montrer que dim(u(F )) = dimF si, et seulement si, F ∩keru = {0}.

Exercice 26

Soient f , g deux endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie E .
On note v la restriction de g sur Im f .�� ��1. Vérifier que ker v = ker g ∩ Im f .�� ��2. Donner l’image de v .�� ��3. En déduire que dimker(g ◦ f ) ≤ dimker g +dimker f .
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