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Compléments d’algebre linéaire

Exercice 1

Soit E un K espace vectoriel, F et G deux sous espaces vectoriels de E.
Montrerque FNG=F+G < F=0G.

Montrer que F U G est un sous espace vectorielde E < FSGouGcF.

Exercice 2

Soit E un K espace vectoriel de dimension 7 et # un endomorphisme de E tel que
keru=TImu.

Montrer que 7 est pair.

Soit p = dimker u. Soit (vy,..., vp) une base de ker u.
Montrer que pour tout 1 < i < p, il existe e; € E tel que v; = u(e;).
Montrer que (vy,..., Up, €1,..., ep) est une base de E.

Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la

forme:
0 1Ip
0 O

Exercice 3

Soit E un K espace vectoriel et  un endomorphisme de E tel que 1>

=u+2u.
Montrer que la somme ker u + ker(u + Idg) + ker(uz — 21dg) est directe.
Vérifier que —1 (X + (X -2) + IX(X-2) + LX(X + 1) = 1.

Soit x € E. Montrer que ((u+Idg)(u—21Idg)) (x) € keru, (u(u—21dg)) (x) €
ker(u+1dg) et (u(u+1dg)) (x) € ker(u—21dg).

En déduire que E = ker u @ ker(u + Idg) @ ker(u —21dg)

Exercice 4

Soit E un K espace vectoriel et # un endomorphisme de E. Soit A4,...,4, deux
a deux distincts. Pour 1 < i < n, F; désigne le sous espace vectoriel F; := ker(u —
A;1dg). Montrer que la somme F; +...+ F;, est directe.

Exercice 5

Soit E = R3 et u'endomrphisme canoniquement associé a la matrice
0 1
1 0
0 1

Montrer que le sous espace vectoriel Vect(1,1,1) est stable par u.

Exercice 6

Soit E un K espace vectoriel , u et v deux endomorphismes de E qui commutent.
Soit P, Q € K[X].

Montrer que P(u) et v commutent, puis que P(u) et Q(v) commutent.

En déduire que ker (Q(v)) est stable par u et P(u).

Exercice 7

Soit p un projecteur d'un espace vectoriel E de dimension finie. En utilisant une
base adaptée a la somme Im p & ker p, montrer que tr(p) =rgp.

Exercice 8

Soient p et g deux projecteurs d'un espace vectoriel E. Montrer que p + g est un
projecteur si, et seulement si, pog=gop=0.
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Exercice 9

Soit X,Y € ;1 (K) deux matrices colonnes non nulles et A = Xty.

Calculer le rang de A.

Déterminer det(A— AI,), ou A € K.
Ind: On pourra distinguer les deux casIm A< ker Aet ....

Exercice 10

Montrer que F = {(x,y,2) € K3 / x—2y + z = 0} est un hyperplan de K3.

Exercice 11

Montrer que {P € K[X] / P'(0) + P(1) = 0} est un hyperplan de K[X].

Exercice 12

Montrer que {A € 4, (K) / tr(A) = 0} est un hyperplan de .4, (K).

Exercice 13 (Formes linéaires sur MH(K))J

)

Soit A € 4, (K). Montrer que 'application ¢ 4 définie par ¢ o(M) = tr(AM)
est une forme linéaire sur ./, (K).

Soit A, B € #4(K). Montrer que tr(AB) = Z ajib;jou a;j (resp. bjj) estle

1<i,j<n
coefficient d’indice (i, j) de la matrice A (resp. B).

Soit ¢ une forme linéaire sur .4/, (K). Montrer qu’il existe une matrice A €
A, (K) tel que ¢ = @ 4 i.e pour toute matrice M € 4, (K), (M) = tr(AM).

Soit A, B € 4, (R). On suppose que A et B sont semblables dans .4, (C) c’est-a-
dire il existe une matrice P € GL(C) telle que A= PBP™!.

Montrer qu’il existe deux matrices M, N € .4, (R) tellesque P =M +iN.

Montrer que AM = MB et AN = NB.

On considere la fonction f : C — C définie par f(z) = det(M + zN), et on
admet que f est un polynéme en z.

Vérifier que f est non nulle. Ind: calculer f(i)...
En déduire qu'il existe a € R tel que f(a) # 0.

Déduire de ce qui précede que les deux matrices A et B sont semblables dans
Mn(R).

Soit A, B € #,(K) deux matrices semblables et P € K[X]. Montrer que les deux
matrices P(A) et P(B) sont semblables.

Soit u l'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice A =

2 2 1
(1 5 z)
2 -1 =2

Déterminer les valeur de A € R pour lesquelles la matrice A — A3 n’est pas
inversible.

Calculer en fonction de A le déterminant de la matrice A— AIs.

Trouver un vecteur non nul e tel que u(v) =3v.
Soit D = Vect(e) et H = Vect((1,-3,0),(0,1,-1)) .

Montrer que H et D sont stables par u.

Montrer que la famille ((1,-3,0), (0,1,—1), e) est une base de R, puis écrire la
matrice de u dans cette base.

Soit B € .4, (K) une matrice invesible, u, v € .4, (K) deux vecteurs colonnes et
belkK.
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Déterminer w € 4,1 (K) et 1 € K tels que
B vy (B 0\(I, w
'u b)) \'u 1){0 A

. . . B 0 - a .
Exprimer le déterminant t, 1|€n fonction du déterminant de B.

Montrer que B v

‘u b

' = bdet(B) — 'u’Bv ol B est la comatrice de B.

[Exercice 18 (Déterminant de Vandermonde)]

Soit (ay,...,a,). on appelle déterminant de Vendermonde associé aux scalaire
(aq,...,a,) etonnote V(ay,...,a,) le déterminant suivant:

2 n-1

1 a ay ... a
Viay,...,an) =11 a; a? a?‘l
2 n—1

1 a, ay ap

Pour x € R, on pose f(x) = V(ay,...,an-1,X).

Montrer que f est un polynéme en x de degré < n— 1. On suppose dans la
suite que les scalaires ay, ..., a, sont deux a deux distinctes.

Montrer que ay, ..., a,—1 sont des racines de f.

En déduire que

n-1
(x_ ai)V(al)--~»al’l—l)-
i=1

V(al)--wal’l—lyx) =

Montrer que V(ay, ..., an) = [li<i<j<n(a; — ai).

Vérifier que ce résultat est valable sans ’hypothese deux a deux distincts.

(Exercice 19 (Matrice compagnon)]

Soit P=ap+a; X +...+ a,_1 X" ! + X" € K[X] un polynéme unitaire. On associe
a P la matrice compagnon

0O 0 ... 0 —ay

1 0 ... O -
Cp=|: 5 % ¢

0 ... 1 0 -—au—

0 ... 0 1 —-au

Montrer que Cp est inversible si, et seulement si, P(0) # 0.

Montrer que pour tout A € K, det(Cp — AI,) = (-1)"P(A).
Ind: Ly — Ly + XLy +...+ X" 'L,
On note u '’endomorphisme canoniquement associé a Cp. et 8 = (ey, ..., en)
la base canonique de K”.

Montrer que pour tout 1 < k < n, ukl(e)) = e.
Montrer que P(u)(e;) =0, en déduire que pour tout 1 <i < n, P(u)(e;) =0.
Déduire de ce qui précéde que P(Cp) =0.

Montrer que si A est une racine de P, alors il existe un vecteur non nul x tel
que u(x) = Ax.

Montrer que s'il existe un vecteur non nul x tel que u(x) = Ax, alors A est une
racine de P.

Exercice 20

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie , F et G deux sous espaces sup-
plémentaires dans E (E = F @ G). Soit # un endomorphisme de E. Montrer que si
F et G sont stables par u, alors la matrice de u# dans une base adaptée a la somme
F & G est diagonale par blocs.
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Soit A € 4 (K). Montrer que

I

de‘[(0

0
A) =detA

Soit M = (‘3 g) olt A€ My(K), BE .My et CeyK).

_(Ip B\(A 0
Montrer que M = (0 C) (0 Iq)

En déduire que det M = det AdetC.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, H et H' deux hyperplans de E distincts
(H#H).

Montrer que dim(HNH')=n—-1oun—-2.

En déduire dim(H n H").

Montrer qu'il existe (e,e’) € Hx H' telque e¢ H' et e’ ¢ H.
On pose D = Vect(e+¢€').

Justifier que D est une droite vectoriel.
Montrerque E= He D= H & D.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 2 = (ey, ..., e;) une base de E.

Montrer que pour tout 1 < i < n, il existe une unique forme linéaire ¢; véri-
fiant ¢;(ej) = 6;j pour tout 1< j < n.

Montrer que (¢3,...,®,) est une base de Z(E,K).

n
Montrer que pour tout x € E, x = Z @i(x)e;.
i=1

n
Montrer que pour tout ¢ € Z(E,K), ¢ = Z p(e)y;.

i=1
Exercice 24

Soit E un K espace vectoriel de dimension n. Soit (p;)1<i<r une famille de pro-

-
jecteurs de E telle que Z pi=1dg.
i=1

.
Montrer que )_ rg(p;) = n.

i=1

.
En déduire que E = @Im(p;).

i=1
Exercice 25

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et # un endomorphisme de E. Soit
P e K[X]. Soit A € K, et on suppose qu’il existe un vecteur non nul e tel que
u(e) = Ne.

Vérifier que u — AIdg n’est pas un isomorphisme.
Montrer que (P(u)) (e) = P(A)e.

Montrer que si P est un polynéme annulateur de u, alors P(1) = 0.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et # un endomorphisme de E. Soit
P € K[X] un polynéme annulateur de u. Montrer qui si P(0) # 0, alors u est in-
versible.
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