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Espaces préhilbertiens réels

Soit E = {f € €2([0,1],R)/ f(0) = f(1) = 0}. Montrer que 'application (pE2 —R
défini par

1
o(f, 8= —fo (fog"m+f"wgm)dt

définit un produit scalaire sur E.

Exercice 2

Soit E = 62((0,1],R).
Montrer que I'application défini ¢ : E?> — R défini par
1
<p(f,g)=f0 (fng+f(ng'w)dr

est un produit scalaire sur E.

Soient F = {f € E/f(0) = f(1) =0} et G= {f € E / f"" = f}. Montrer que F et G
sont des espaces vectoriels supplémentaires et orthogonaux.

Exercice 3

Montrer que I'application ¢ : (A, B) — tr (* AB) définit un produit scalaire sur
E=.4,R).

Soit A € 4, (R). Montrer que [tr(A)| < v/ntr(t AA).

Soit A, B € ./, (R) avec A symétrique et B antisymétrique (i.e 'B = —B). Mon-
trer que A L B.

Exercice 4

Montrer que pour tout P € R[X], 'intégrale 0+°° P(r)e”!dt converge.

+00
Montrer que 'application ¢ : (B Q) — f P()Q(t)e "dt est un produit
0

scalaire sur E = R[X].
Montrer que pour tout n €N, @(X",1) = nl.

Déterminer une base orthonormale de R, [X].

+00o

En déduire la valeur de inf (B-at—bt-c) e 'dr

a,b,ceR Jo

Exercice 5

Soit E = #,,(R) muni du produit scalaire (A, B) — tr(* AB).

0 1 0
Soit A = (0 0 1). Montrer que (I3, A) est une famille orthogonale de E.
1 00

S O
S O -

1
Déterminer le projeté orthogonale de M = (0 ) sur F = Vect(I3, A).
0

On muni R* du produit scalaire canonique. Soit H = {(x, y,z,t) e E/ x—y+z—t =
0.

Vérifier que H est un hyperplan de E

Déterminer H-.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale
sur H.
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Exercice 7

Soit E un espace préhilbertien muni du produit scalaire (., .).

Montrer que si x et y sont deux vecteurs unitaires, alors x—y L x+ y.

Soit u € Z(E) tel que :
Y(x,y) € E%, (x,y)=0= (u(x), u(y)) =0

Montrer que si x et y sont des vecteurs unitaires, alors || (x)| = |u(y)|l.
En déduire qu'il existe un réel a tel que pour tout x € E, || u(x)|l = a|lx||.
Montrer alors que pour tout (x, y) € E2, (u(x), u(y)) = a®(x, y).

Exercice 8

Soit E un espace euclidien de dimension n et % = (ey, ..., e;) une base orthonor-

n
male de E. Soit e = Z ajej un vecteur unitaire de E.
k=1

Déterminer la projection orthogonale sur D = Vect(e).
On pose H=D*.

Vérifier que H est un hyperplan de E.

Déterminer la matrice dans £ de la projection orthogonale sur D, puis de la
projection orthogonale sur H.

Exercice 9

Soit E un espace euclidien de dimension 7z et p un projecteur orthogonal de E de
rang r. Soit 2 = (ey, ..., ;) une base orthonormale de E.

Montrer que pour tout x € E, || p(x) 1% = (p(x),x).

Déterminer P la matrice de p dans la base %.

n
En déduire que Z IIp(ei)II2 =r.
k=1

Soit E un espace euclidien de dimension n et 8 = (ey,...,e;) une famille de
vecteurs non nuls de E telle que:

n
Vx€eE, x> =) (x,ep)?
k=1

Soit F = Vect(B). Montrer que F L = {0}. En déduire que 2 est génératrice de
E.

n
Montrer que pour tout x, y € E, {x,y) = Z (x,ex){y, er).
k=1

n
Soit y € E. Calculer (y,x— )_ (x, ex)ek).
k=1

n
En déduire que pour tout x € E, x = Z (X, er)ef.
k=1

Montrer que %8 est une base orthonormale de E.

Exercice 11

Soit E = ., (R) muni du produit scalaire canonique (A, B) = tr(* AB).
Soit F = Vect([,;). Déterminer I'orthogonal de G.
Pour A € E. Déterminer la projection orthogonale de A sur G et G*.

On désigne par S,(R) et A,(R) les sous espaces formés des matrices
symétriques respectivement antisymétriques de .4, (R).

Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous espaces supplémentaires or-
thogonaux.

Soit A € E. Déterminer la projection ogthogonale de A sur S,(R) et
An(R).

Soit A€ .4, (R). Calculer infyzes, @) tr(* (A~ M)(A— M)).
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Soit E un espace euclidien et u € £ (E) tel que pour tout x € E, {(u(x), x) =0.

1.| Montrer que u* = —u.
q

Montrer que ker u = (Im ut.

Exercice 13

Soit A = (a;j)1<i,j<n € 4n(R) une matrice orthogonale.

Montrer que Z a?j =n.

1<i,jsn

=n.

Montrer que | Y ajj

1<i,j<n

Exercice 14

Soit E un espace euclidien, 2 = (ey,...,e,) et B' = (e],...,e)) deux bases or-
thonormales de E. Soit u € Z(E), A et B sont respectivement les matrices de
u dans les base % et '.

Montrer que tr(* AA) = tr(*BB).

En déduire que Z (ule;), ej)2 ne dépend pas de la base (ey, ..., ey).

1<i,j<n

Exercice 15

Soit A = (a;j)1<i,j<n Une matrice symétrique réelle de valeurs propres A1, ..., A5.

n

2 _ N\ 92

Montrer que ) a;;= kz A%
=1

1<i,j<n

Soit E un espace euclidien et u € £ (E). On pose v = u* u.

1. | Montrer que v* = v.
q

Montrer que ker v = ker u.

Montrer que si v est injective alors 'application ¢ : (x, y) — (u* u(x), y) défini
un produit scalaire sur E.

Soit A € ./, (R) une matrice symétrique réelle telle que A% + A% + A = 0. Montrer
que A=0.

Exercice 18

Soit A € /R une matrice symétrique réelle. On suppose que A est positive c’est-
a-dire
VX el R), 'XAX =0

Montrer que Sp(A) < R;.

Montrer qu'il existe une matrice B € .4, (R) telle que A = 'BB.

Exercice 19

Soit E un espace euclidien et u € Z(E) un endomorphisme symétrique telle que
Sp(u) € R;.
Montrer que pour tout x € E, (u(x),x) = 0.

Exercice 20

Soit E un espace euclidien et u € £ (E) un endomorphise symétrique positive.

Montrer que les valeurs propres de u sont positives.

Montrer qu'’il existe un endomorphisme symétrique v tel que v? = u
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Soit E un espace euclidien et e un vecteur non nul de E. On note D = Vect(e).

Déterminer I'expression de la projection orthogonale sur D.
Soit s, la symétrie orthogonale par rapport a D.

(x,e) .
llell?

Montrer que pour tout x € E, Se(x) = x—2

Exercice 22
Exercice 23

Exercice 24
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