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Espaces vectoriels

Les parties suivantes sont elles des sous espaces vectoriels de [K"?

F={(x,y,2 0 € K*x+y—z+1 =0}, F={x12¢ckK3 | xy=2z}

F={(x,y,2) | x+y=0, x+2y+3z= F:{(x,y,z)€K3|x:0}

1}
F={(x,y20eK*|x*=0} F={(x,x+y,x-y) | x,y €K}

Exercice 2

Les parties suivantes sont-elles des sous espaces vectoriels de E = Z (R, R).

F={fe€E|f est2n— périodique }. F={feE|f(-1)f1)=0}.
F={f € E|f estbornée sur R}.

F={feE|f(3)=0}. F={feE|f(-1)=fD}

Exercice 3

Soit F={(x,y,2,t) eK* /x+y+z+1t=0, y—z—t = 0}. Montrer que F est un sous
espace vectoriel de K*.

Exercice 4

Soit F = {(uy), € KN /VneN, Up+2 = 2Up+1 — 3Uy,). Montrer que F est un sous
espace vectoriel de KV,

Exercice 5

Soit F défini par:

F:{(x,y,z,t)e[lli‘ll{)zc:f - 0

Onpose u=(1,-1,0,0) et v=(0,0,1,-1), et G = Vect(u, v).

Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R*.
Déterminer une famille génératrice de F (formée par deux vecteurs).
Montrer que la somme F + G est directe.

Démontrer que R* = F& G.

Exercice 6

Soit F, G deux sous espaces vectoriels d'un espace vectoriels E. Montrer que FUG
est un sous espace vectoriel si, et seulement si, FSGou G< F.

Exercice 7

Pour n € Z, on note e, la fonction définie sur R par e, (t) = eint,

21
Pour n,me Z, calculerf en(Dep(t)dt.
0

En déduire que la famille (e,,) ,ez est libre.

Exercice 8

Pour a € R, on note f, : R — R la fonction définie par f,(x) =|x—al.
Pour a € R, quel est le demain de dérivabilté de f,,.

Montrer que la famille (f;) 4er est libre.

Exercice 9

i
Soit E un espace vectoriel et u;,...,u, € E. Pour 1 <i < n, on pose v; = Z Up.
k=1

Montrer que si la famille (u;,..., uy) estlibre alors (vy, ..., vy) estlibre.
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Exercice 10

Montrer que la famille (1, cos, cos?,...,cos™) est libre (1 € N*).

Exercice 11

Soit E=K[X] etpour neN, E, =K, [X].
Montrer que la famille (1, (X - 1),..., (X — 1)") est une base de E,.

Exercice 12

Soit f : E — E une application linéaire et A € K. On pose Ej = ker(f — A1dg).

Montrer que Ej est un sous espace vectoriel de E.

Calculer f(x) pour x € Ej.
Montrer que f(E;) € Ej

Exercice 13

Soit E un espace vectoriel et f,ge€ Z(E) telsque fg=gf.

Montrer que f(kerg) ckerg.

Montrer que f(Img) cImg.

Exercice 14

Soit E un K espace vectoriel. Montrer que I'application ¢ : Z(K, E) — E définie
par ¢(f) = f(1) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Soit N I’ensemble des suites a valeurs dans Q de limite nulle et C celui des suites
Cauchy a valeurs dans Q.

Vérifier que N et C sont des Q espaces vectoriels.

Montrer que C/N et R sont isomorphes.

Exercice 16

Soit F un sous espace vectoriel d’'un espace vectoriel E. Etablir une bijection entre
I'ensemble des sous espaces vectoriels de E/F et celui des sous espaces vectoriels
de E contenant F

Exercice 17

Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous espaces vectoriels de E. Soit h : F x
G — E définie par h(x,y) = x+ y. On pose N = {(x,—x) / x€ FnG}.

Montrer que £ est linéaire.
Déterminer I'image et le noyau de h.

Montrer que (E x G)/ N estisomorphe a F + G.

Exercice 18

Soit E un espace vectoriel, F et G deux sous espaces vectoriels de E. Montrer que
FI(FNG)et (F+G)/G

Exercice 19

Soit f : E — E un endomorphisme. Montrer que ker f nIm f = f (ker f?)

Exercice 20

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

Montrer que pour tout k € N, ker f¥ c ker f¥+1.

Montrer que pour tout k€ N, Im f¥*! < Im f*

Exercice 21

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

Montre que ker f = ker f2 si, et seulement si, Im f nker f = {0}.

Montrer que Im f = Im f? si, et seulement si, ker f +Im f = E.
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Soit ¢ : ¢([a,bl,K) — €([a, b],K) définie par ¢(f) = f’, olt a < b sont des réels.
Montrer que ¢ est une application linéaire.
Déterminer ker ¢ et Im ¢.

Lapplication ¢ est-elle injective, surjective?

Exercice 23

Soit f un endomorphisme nilpotent de E, d’'indice de nilpotence p € N*, i.e fP =
Oet fP~1 #£0.

Justifier qu’il existe v € E tel que fP~!(v) #0.

Montrer que la famille (v, f(v),..., fP~!(v)) est libre.

Montrer que la famille (Idg, f, ..., f7~!) est libre.

Un exemple d’endomorphisme nilpotent: Soit f : K3 — K3 définie par

fxy2)=(0x1y).
Calculer f2 et f3.

Exercice 24

Soit 2B = (e, e2, e3) la base canonique de K3 et f: K3 — K4 I'application linéaire
définie par :

f(el) = (111)1;_1) ) f(ez) = (_1)0; 1’3) ) f(e3) = (2,0,—1,1)
Calculer f(x, y, z), pour (x, y,2) € K3.
Déterminer une base de ker f.

Déterminer une base de Im f.

Soit 2B = (e1, 2, e3) la base canonique de K3 et f 'endomorphisme de K3 définie
par:
fle1)=0, f(ex)=ey, f(ez) =e1+e

Calculer f2(e;), puis f3(e;) pour 1 <i <3.
En déduire que f3 =0.
Une deuxieme méthode pour calculer f3 (calcul explicit):

Calculer f(x, y, z), pour (x, y,2) € K3.
Calculer f2(x, y, z), pour (x, , z) € K3. En déduire que 2 =0.

Soit g, 'endomorphisme g = f —Idg.

Montrer que g2 +3g% +3g +1dg =0

En déduire que g est un isomorphisme et déterminer g~! en fonction
de g.

Soient p et g deux projecteurs d'un espace vectoriel E.
Montrer que p + g est un projecteur si, et seulement si, pog =gop =0.
Montrer que si p + g est un projecteur alors

ker(p+q) =kerpnkerq et Im(p+q)=Impelmg

Exercice 27

Soit E un K espace vectoriel et E,..., E, des sous espaces vectoriels de E. Soit
f:E; x...x E, — El'application définie par f(xy,...,X;) = X1 +...+ Xp.

Montrer que f est une application linéaire.

Déterminer Im f (I'image de f).
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n
Montrer que lasomme Y _ E; est directe si, et seulement si, f est injective.
i=1

n n
Montrer que si la somme Z E; est directe alors Ej x ... x E;,, et Z E; sont
i=1 i=1
isomorphes.

Dans la suite n = 2.

Montrer que ker f = {(x,—x) € Ey x E» | x € E1 N E»}.
Montrer que E; + E; estisomorphisme a E; x Ex/ker f.

Soit E un K espace vectoriel, F et G deux sous espaces vectoriels supplémentaires
dans E. Montrer que E/G et F sont isomorphes.

Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E vérifiant f2+ f—2Idg = 0.

Calculer (f —1Idg)(f +21dp).

Montrer que Im(f —Idg) S ker(f + 21dg).

Montrer que Im(f + 21dg) < ker(f —Idg).

Montrer que la somme ker(f —Idg) + ker(f + 21dg) est directe.
Déterminer deux scalaires a, d € K tels que a(f —Idg) + b(f +21dg) = Idg.

Montrer que E = ker(f —Idg) @ ker(f +21dg).

Exercice 30

Soit E un espace vectoriel et f : E — K une forme linéaire non nulle.

Montrer que f est surjective.

Montrer que E/ ker f est isomorphe a K.
En déduire qu'il existe x € E tel que f(xp) = 1.

Montrer que ker f @ Vect(xp) = E.

Exercice 31

Soit E un K espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E tels que fg =Id.

Montrer que f est surjective et g injective.
Onposep=gf.

Montrer que p est un projecteur de E.

Montrer que Imp =Img etkerp =ker f.

Montrer que ker f @Img =E.

Exercice 32

Soit E un K espace vectoriel et A une partie finie non vide de GL(E) stable par
composition. On pose
1

Pal

Zf)

feA
Montrer que A est un sous groupe de GL(E).

Montrer que pour tout g€ A, gp = p.

En déduire que p est un projecteur de E.
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