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Examen blanc

Espaces vectoriels et matrices

Corrigé

D¢ finition g

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On dit que f est une homothétie
de E, s'il existe A e K tel que f = AIdg.

Exercice 1 Résolution du systéme linéaire suivant :

x+2y+z = 1
2x—-y+z = 2
x+y+z = 1

En effectuant les deux opérations élémentaires suivantes Ly <— L, —2L; et L3 — L3z — L;, on obtient
x=1,y=2z=0.Donc S={(1,0,0)}

Exercice 2 Soit Ala matrice

1 1
A=10 1 1
01 1

(A-I)(A-2I5) =

1 -1|=0.

0
0
0
1 2
(2] AA-I)A-2) =0 1
01

La matrice A n'est pas inversible. En effet si A est inversible, alors (A—I3)(A—2I3) = A"'A(A—
L)(A-2I3)=A"1.0=0,ce qui contredit le résultat de la premiere question.

Exercice 3 Soit F ={(x,y,2) € R3/x— y+2z=0}.

Ona0-0+2x0=0, donc (0,0,0) € F. Soient u = (x,y,2),v = (a, b, c) deux éléments de F et
aeR. Onau+av=(x+aay+abz+ac). Comme (x+aa)—(y+ab)+2(z+ac)=(x—-y+
2z)+a(a—Db+2c) =0, il vient alors que u+ av € F. Donc F est un sous espace vectoriel de R3.

Soit u = (x,y,2) € R3.On a u € F si, et seulement si, x = y —2z si, et seulement si, u = (y —
2z,¥,2) = y(1,1,0) + 2(-2,0,1). On en déduit que F = Vect((1,1,0),(-2,0,1)) ou encore que
((1,1,0),(-2,0,1)) est génératrice de F. Par une simple vérification cette famille est libre, donc
c’estune base de F. D’'ou dim F = 2.
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Soit u € FNG, il existe a tel que u = a/(1,0,0) = (a,0,0), et comme u € Fonadonc a—0+2x0=0
c’est-a-dire a = 0, par suite u = 0. Ainsi la somme F + G est directe. Le sous espace vectoriel G
est engendré par un vecteur non nul, il s’agit alors d’'une droite vectorielle, donc dimG = 1.
Finalement on a dim G+ dim F = dimR3, d’ou F& G = R3.

PROBLEME

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n = 2.

Premiere partie :
Une caractérisation des homothéties

Dans cette partie, f est un endomorphisme de E tel que pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée.
Soit & = (ey,..., e;) une base de E.
Soitx € E.Si x =0, f(x) = 1x (par exemple 19 = 1).
Si x # 0. La famille (x, f(x)) étant liée, donc ils existent a, § € K non tous nuls tels que ax +
Bf(x)=0,puis Bf(x) =—ax.0Ona B #0 (carsi §=0alors ax =0 et donc a =0), d'ou f(x) =
—%x. Dans ce cas A, = —%.

Sii = jrien a démontrer. On suppose alorsque i # j.Ona f(e; +e;) = f(e;) + f(e;). D’'une part
flei+ej)=Ale; +ej) = Aej+ dejou A = /lei+ej (d’apres la question précédente). D’autre par
flen+flej) =Ae, ei+/1€jej. Donc Ae;+Aej = )Leiei+lejej ou encore (/l—)tei)e,-+()t—/lej)ej =0.
Puisque la famille (e;, e;) est libre, ona donc A — g, = A — Aej =0,etdonc A, =A= /1@]..

D’apres la question précédente, A,, ne dépend pas de i, c’est-a-dire Ao, = A, =...=1,,. Sion
note par A la valeur de cette constante, on a donc pour toutl<is< n fle) = )Le, Sor[ xeE,il

existent x1,..., X, € K tels que x = Zx,el,donc flx)= lef(e ) = Zx,/le, /1(2 xie;) = Ax.
i=1 i=1
Dot f = Ald.

Deuxiéme partie :
Commutant de £ (E)

Soit f un endomorphisme de E qui commute avec tous les endomorphismes de E, c’est-a-dire
pourtoutge Z(E), fg=8f.

Soit x un vecteur non nul de E.

Comme x # 0, la famille (x) formé par I'élément x est libre, d’aprées le théoréme de la base
incompléte, on peut la compléter en une base de E, c’est-a-dire ils existent €1,...,€4,-1 € E
tel que B’ = (x,¢€1,...,€,-1) soit une base de E.

On note h, 'unique endomorphisme de E vérifiant : h,(x) = xet h(¢;) =0pourl <i<n-1.

Soit y € E, ils existent y1, ...,y €K tels que y = y1 X+ Y261 +...+ ynépn—1 (car B’ est une base
de E). Donc hy(y) = y1hy(x) + yohy(€1) + ...+ Ynhy(€4-1) = y1x € Vect(x).

En tenant compte la commutativité de f et h, et le fait que h,(x) = x, on obtient, f(x) =
f(hy(x) = he(f(X)).

D’apres les résultats des deux questions précédentes, on a, f(x) = hy(f(x)) € Vect(x), C’est-
a-dire il existe a € K tel que f(x) = ax ou encore f(x) —ax =0, donc la famille (x, f(x)) est
liée.

D’apres ce qui précede, pour tout vecteur non nul x, la famille (x, f(x)) est liée, comme la fa-
mille (0, f(0)) estliée, on a donc pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est liée. On en déduit alors,
en appliquant le résultat de la premiere partie, que f est une homothétie.
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Troisiéme partie :
Non homothétie en dimension 2.
Dans cette partie n = 2, et f un endomorphisme de E qui n’est pas une homothétie.

Si pour tout vecteur e € E la famille (e, f(e)) est liée, alors f est une homothétie, ce qui n’est
pas le cas. Il existe alors e € E tel que la famille (e, f(e)) est libre, donc c’est une base de E car
dimE =2.

Ona f?(e) € E et %, base de E, donc ils existent a, b € K tels que f?(e) = ae+ bf(e).
Soit x € E. 1ls existent a, B € K tels que x = ae+ f(e). Donc

Plae+Bf(e)=af’(e)+Bf(e)=af?(e)+Lf(f(e)
afz(e) +Bf(ae+Dbf(e)) =aae+abf(e)+ Paf(e) +,Bbf2(e)
alae+Bf(e)+bf(ae+pf(e)) =ax+bf(x)

A

On a donc, pour tout x € E, f2(x) = ax+ b f(x).
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