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Examen (Algebre 3)

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Corrigé

Un contre exemple w

Un contre exemple : E = K2, F = {(x,0) e K? / x € K} = Vect((1,0)) et G={(0,y) e K? / y€
K} = Vect((0,1)). Clairement F et G sont des sous espaces vectoriels de E mais F U G n'est @
pas un sous espace vectoiel de E, car (1,0),(0,1) e FuGet (1,0)+(0,1) =(1,1) ¢ FUG.

Exercice 1
x+y+2z = 2
Résolution du systeme linéaire: { 2x+y+z = 3 En effectuantles deux opérations élémentaires
X+y+3z =1
x+y+2z = 2
suivantes L, — L, —2L; et L3 — L3 — L1, on obtient -y-3z = -1 ,parsuitex=0,y=4et
z = -1
z=-1.D’olu
S=1{0,4,-1}
Exercice 2
Soit A la matrice
1 11
A=|1 1 1
1 11

3 3 3
(1) A2=(3 3 3|=34.
3 3 3

La matrice A n'est pas inversible. En effet si A est inversible alors A”! A = 3A7! A, on obtient
donc A =313 ce qui est une contradiction.

Remarquons d’abord que A? =3A et A3 =32A....
Montrons maintenant par récurrence sur 7 € N* que A” = 3"~! A, La propriété est vérifiée pour
n=1(A'= A=3A). Soit n e N*, et supposons que A” =3""1A. Ona A" = A"A=3"1AA=
377142 =3""134=3"A. D o1 le résultat.

Exercice 3
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 = 1, et f un endomorphisme de E.
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Soit x € kerfk, donc fk(x) =0, par suite fk“(x) = f(fk(x)) = f(0) =0, ainsi x € kerfk“.
Soit y € Im f**1, il existe alors x € E tel que y = f**1(x). Clairement y = f**1(x) = f*(f(x)) €
Im f*.

D’aprés le résultat de la question précédente, on aIm f**! < Im ¥, donc dimIm f**! < dimIm f¥,
ainsirg f**! <rg f¥.
On suppose pour la suite que ker f? = ker f3.

D’apres la formule du rang et le résultat de la question précédente, on a
dimIm f? = rgf?=dimE - dimker f? = dim E — dimker 3
rg f3 = dim f3

Les deux sous espaces vectoriels Im f2 et Im f2 ont méme dimension et Im f3 < Im f2, on en
déduit alors que Im f? = Im f3.

On a ker f < ker f*. Soit maintenant x € ker f*, donc f3(f(x)) = f*(x) = 0, par suite f(x) €
ker f3 = ker f?, il vient alors que f3(x) = f2(f(x)) = 0, c’est-a-dire x € ker 3. D’ot1 ker f° =
ker f4.

Soit y € kerf2 nImfz. Il existe x € Etel que y = fz(x), onaaussi0= f(y) = fz(fz(x)) = f4(x),
donc x € ker f* = ker f3 = ker f2, d'ot1 y = f2(x) = 0.

D’apres la formule du rang appliquée a f2, on adim E = dimker f2+rg 2 = dimker f2+dimIm f?2,
comme la somme ker f2 +Im f? est directe, on a donc ker f? @ Im f? = E.
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