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Réduction des endomorphismes

1 -1 0
Soit Alamatrice A=|-1 1 1].
0 0 3

Calculer le polyndome caractéristique de A. En déduire que A est diagonalis-
able.

Déterminer les éléments propres de A.

Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P tel que A =
pDP .

Calculer D", pour n € N.

En déduire A", pour n € N.

Exercice 2

Soit a, b € R tels que (a, b) # (0,0) et Alamatrice A= ((1; g)

Calculer le polyndéme caractéristique de A.
Montrer que A est diagonalisable dans .#> (R) si, et seulement si, ab > 0.

Montrer que A est diagonalisable dans ./, (C) si, et seulement si, ab # 0.

Exercice 3

Soit A la matrice d’ordre n = 2, dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Calculer le rang de A.

Calculer A? en fonction de A.

Justifier que A est diagonalisable.

Déterminer les éléments propres de A.

Exercice 4

Soit A € 4, (K). On suppose que le polyndome caractéristique de A est scindé
r
cest-a-dire ya = (-1)" [[ (X = Ap)"*.
k=1

n
Montrer que det(A) = ,CUIAZ%'

.
Montrer que tr A=) mgAx
k=1

Exercice 5

. . 1 -1
Soit A la matrice A = (2 4 )

Diagonaliser la matrice A.

Calculer A".

Exercice 6

Soit E un K espace vectoriel, u, v deux endomorphsimes de E tels que u et v
commutent et v nilpotent.

Montrer que det(Idg +v) = 1.

Montrer que u est inversible si, et seulement si, u + v est inversible.

Montrer que det(u + v) = detu.
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Exercice 7

Soit E un C espace vectoriel de dimension 7 et v un endomoephisme de E. Soit
T I'application définie sur £ (E) par T(u) = uv — vu.

Montrer que T est un endomorphisme de E.
Soit G (respectivement D) I'application définie sur £ (E) par G(u) = uv (re-
spectivement D(u) = vu)

Montrer que si v est nilpotent, alors G et D sont nilpotents.

Montrer que si v est nilpotent, alors T est nilpotent.

Montrer que si v est diagonalisable, alors T I'est aussi.

Exercice 8

Soit E un K espace vectoriel de dimension n =2 et u € £ (E). On pose 6 (u) ={v €
ZL(E) luv=vu}.

Montrer que % (u) est une sous algebre de £ (E).

On suppose que u est diagonalisable. Soit v € Z(E). Montrer que v € € (u)
si, et seulement si, VA € Sp(u), Ej (1) est stable par v.

Exercice 9

Soit A € 4, (IK) une matrice nilpotente. Montrer que A” = 0.

Exercice 10

Soit A € 4, (C) (n = 3) telle que rg(A) = 2, tr(A) = 0 et A" # 0. Montrer que A est
diagonalisable.

Exercice 11

Soit A€ 4,(R) et B= (0 I”)

A 0

Montrer que si A est une valeur propre de B alors A2 est une valeur propre de
A.

Montrer que si A est une valeur propre de A alors A est une valeur propre de
B.

Montrer que B = {+/a/a € Sp(A) NR*}.
Soit A € Sp(B). Montrer que dim E; (B) = dim Ej2 (A).

Montrer que si B est diagonalisable alors A est diagonalisable a valeurs pro-
pres strictement positives.

Exercice 12

Soit n e N*, et E = ., (K). Soit u € £ (E) 'endomorphisme défini par
u(A)=A-"A

Calculer u? en fonction de u.

Montrer que u est diagonalisable.

Déterminer la dimension de S,(R) (sous espace vectoriel des matrices
symétriques) et celui de A,(R) (sous espace vectoriel des matrices anti-

symétriques).
En déduire tr u et det u.

0 a a
1
Soit aeR* et A= % 0 a
1
— = 0
a? a

Calculer A% — A.

Montrer que A est diagonalisable.

Sans calculer y 4 déterminer Sp(A).
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On considere les suites (i), (Vn)n et (wy), définies par: ug = vop = wp =1 et

Up+l = 2Up—Up+ Wy Up
VneN, Un+l Uy, — Wy .Pour neN, onpose X, =| v,
Wnpe1 = 2Up—2Up+ Wy Wy

Déterminer une matrice A € .#3(R) telle que pour tout n €N, X1 = AX,.
Exprimer X, en fonction de A, n et Xp.
Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.

En déduire les expressions de uy, v, et w; en fonction de n

Exercice 15

Soit A € #,,(K) dont le polyndme caractéristique y 4 est scindé dans K.

Justifier I'existence d’'une matrice triangulaire T € .4, (K) et d'une matrice
inversible telles que A= PTP™!.

Soit Q € K[X] et notons 11, ..., t,; les éléments diagonaux de 7.

Montrer que que Q(T) est une matrice triangulaire dont les éléments
diagonaux sont Q(#1),..., Q(t,).

En déduire que Sp(Q(A)) = {Q(A) / A € Sp(A)}.

-1 2 1
On considere la matrice A suivante: A= 2 -1 -1
-4 4 3

Diagonaliser la matrice A.
En déduire I'expression de A" pour tout 7 € N.
Pour t € R, calculer exp(tA).

Calculer la solution du systeme différentielle X' = AX, X(0) = 1(1,0,-1).

1 0 2
Soit Ala matrice A=[{0 1 0
2 0 1

Montrer que A est diagonalisable.

Déterminer les valeurs propres, puis une base de vecteurs propres.

x' = x+2z
Résoudre le systeme différentielle: { y' = y , ol x,y et z désignes
y = 2x+z

trois fonctions dérivables sur R.

(Exercice 18 (Théoreme de Hadamard)]

Soit A= (a;j)1=i,j<n € Mn(C).

Montrer que sil < Vi <n, |a;;| > Z la;;l, alors A est inversible.
j#i
En déduire que le spectre de A est inclus dans U By(aii, Z la;jl). (ou

l<i=n j#i

Bf(a,r) ={zeC/|z—a|l=T1}).

4 1
Montrer que la matrice A = (_ 4 0) est trigonalisable dans .4 (R) et la trig-

onaliser.
-2 1 1
Montrer que la matrice A=| 8 1 —5]| est trigonalisable dans .#3(R) et
4 3 -3

la trigonaliser.
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