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Corrigé

Controle Blanc

Racines carrées de matrices réelles

Soit A une matrice de .4, (R). On dit que B € ./, (R) est une racine carrée de A si B%2=A.0On
note Rac(A) I'’ensemble des racines carrées de A c’est-a-dire ®

Rac(A) = {B € #,(R)/ B> = A}
@ )
PROBLEME

Premiére partie :
Cas o1 A admet n valeurs propres distinctes

On suppose dans cette partie que la matrice A € 4, (K) posseéde n valeurs propres distinctes 14,...,A, €
R. Soit u I'’endomorphisme de E = R” canoniquement associé a la matrice A.

Lendomorphisme u et la matrice A ont mémes valeurs propres, donc sp(u) = {Ay,...,A,}.
Pour 1 < i < n, soit e; un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;.

Les vecteurs ey, ..., e, sont des vecteurs propres de u associés a des valeurs propres deux a
deux distinctes, il s’agit donc d'une famille libre. Le nombre d’éléments de cette famille est
la dimension de E, donc c’est une base de E.

Puisque, pour 1 < i < n, u(e;) = A;e;, la matrice D est alors diagonale, plus précisément,
D =diag(74,...,A,) c'est-a-dire

A 0 ... 0
0 A ... 0
p=|. . .
0 ... 0 Ay,

Puisque A est la matrice de u dans la base canonique %, de E et D la matrice u dans la
base 2, il vient que A et D sont semblables, et plus précisément, si on note P la matrice de
passage de %, a %, alors P est invesible et ona A= PDP™!,

B est une racine carréede A © B2= Ao B>=PDP ! o P71B’P=A o (P_IBP)2 =Deola
matrice P~! AP est une racine carrée de D.
Notons que : (P"'BP)’ = P"'BPP~'BP = P~'B%P

Racines de D : Soit S une racine carrée de D.
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On a S racine carrée de D, donc S? = D. D’out SD = §§% = 83 = §2S = DS.

Notons s;; le coefficient d’'indice i j de la matrice S. On

St S12 Stn{ (M1 0 ... O Aisit o A2s12 AnSin
S21 S22 Sn|l0 A2 ... 0 A1so1 A2sae AnS2n
SD = . . . L=
Le terme d’indice i j de la matrice SD est A;s;;.
On a aussi
Ay 0 ... 0 S11 S12 Sin A1si1 Arisie A1Sin
0 A2 ... O ]]|sa s$2 S2n A2so1 A2S2o A2Son
DS=| . . . =

Le terme d’indice i j de la matrice DS est A;s;;.

Comme SD = DS, on a alors pour tout i, j, A;s;j = A;s;j. En particulier pour i # j, on ob-
tient (A; —A;)s;;. Or A; # Aj (pour i # j), il vient que s;; = 0. On en déduite que s;; = 0 pour
i # j, celasignifie que la matrice D est diagonale.

Ona % = D, donc diag(sf, ..., s7) = diag(A1,...,A,), il en résulta que s? = ;.

Si A possede une valeur propres A;, strictement négative, alors I'équation s?o = Aj, 'a pas

de solution, ainsi Rac(D) est vide, par suite Rac(A) = @.
On suppose dans la suite de cette partie que les valeurs propres de A sont positives.

D’apres le résultat de la question 4.1 toute racine carrée de D est diagonale. Ainsi S = diag(sy, ..., $»)
est une racine de D si, et seulement si, 1 <i < n, sf = A; si, et seulement si, 1 <i <n, s; €

{—=vAi, Vv Ai}. Ll en résulte que

Rac(D) = {diag(sl,...,sn) I1<Vi<n,s;jel—/A; \/A_i}}

B est une racine carrée de A <& P~!BP est une racine carrée de D < P~!BP = diag(si, ..., s»)

ol s; € {—v/A;,v/A;}. D'oit
Rac(A) = {Pdiag(sl,...,sn)P‘1 I1<Vi<n, siel—vA; \/A_,-}}

Deuxieme partie :
Cas ou1 A est la matrice nulle

Dans cette partie on cherche a déterminer les racines de la matrice nulle. Soit B une racine
carrée de la matrice nulle, et v 'endomorphisme de R” canoniquement associé a B. On note r
le rang de v.

On a B? = 0, donc v? = 0. Soit y € Imuv, il existe x € E tel que y = v(x), puis v(y) = v(v(x)) =
v?(x) =0, il en résulte que y € ker v.

De Imv < kerv, il vient que dimIm v < dimker v. Par la formule du rang, 2Im v < dimker v +
dimImv =n, etdonc r =dimImv < g

On suppose que v est non nul, donc r = 1. Soit (ey, ..., e;) une base de Im v, que 'on complete
en une base (ey,...,er,€r41,...,en—r) de kerv.

Sil<i<r,alors e; € Imuv, il existe alors e;. e Etelque e; = v(e;).

M. AQALMOUN

2/3 www.aqalmoun.com



niversité Sidi Mohamed Ben Abdellah épartement de mathématiques
Ecole Normale Supérieure - Fés LPEM- Algébre 4-S3  2019-2020

Soient A1,...,Ap—r,A},..., A €R tels que ey +...+ Ap_rep_r + Al €] +...+ e, = 0. Comme
e; ekervpourl<i<n-r,enappliquant v, on obtient A} v(e}) +...+ A, v(e;) =0, c’est-a-dire

Aei+...+ A ve, =0.Orlafamille (ey,..., e,) estlibre, il vient que A} =... = A}, = 0. Il en résulte
alors que 11e; +...,A,_re,—r = 0, en tenant compte la liberté de la famille (ey,...,e,—r), on
obtient A; =... = A,_, =0. Puisque card(%8) = n = dim E, 28 est donc une base de E.

Pourl<i<n-r,onav(e;)=0etpourl<i=<r,v(e)=e; donclamatrice v dans la base %
est de la forme

0 I
V=J%93(l/)=(0 Or)

ou I, estla matrice identité d’ordre r.

Soit B une racine carré de 0.
SirgB =0, alors B=0.
SirgB =r = 1:notons v I'endomorphisme canoniquement associé a B, d’aprés la question

R . 0 I
précédente, il existe un base de E dans laquelle la matrice de v est de la forme ( ’

0 0 ), il existe

L . 0 I
alors une matrice inversible P telle que B = P ( 0 Or

cette forme est une racine de la matrice nulle, donc

)P‘l. Réciproquement une matrice de

0 I,

Rac(0) = {0} u{P (0 0

)P‘l /r=1, PeGl,[R)}
Troisieme partie :
Cas de la matrice [,

Soit B une racine carrée de I;,.
Vu que B? = I,,, B est inversible et B~! = B.

Soit v 'edomorphisme de E = R" canoniquement associé a la matrice B. On a v* = Idg (v est
une symétrie de E). Donc X2-1=(X-1)(X+1)estun polyndme annulateur de v. il vient par
le théoreme de Cayley-hamilton que E = ker(v — Idg) @ ker(v + Idg). Soit %, = (ey,...,ep) une
base de ker(v —1Idg) et %, = (¢1,...,e4) une base de ker(v +Idg) (en particulier p + g = n). Alors
B = 9B, U %, est une base de E. La matrice de v dans cette base (par blocs) est

I 0
%%(V)=(é) —I)
q

On en déduit que B est semblable a cette (derniére) matrice, il existe alors une matrice inver-

sible P telle que B =P (Ip 0 ) P L

Si B est une racine carrée de I, il existe p, g € N avec p + g = n et une matrice inversible P tels

I 0 - . . .
que B=P ( (;7 I ) P~ Réciproquement une matrice de cette forme est une racine carrée de
g

I,,. Donc
0

_ip(tr
Rac(l,) = {P( 0 -1,

)P_l/p+q=n, P € Gl,,(R)}

I 0 I 0
Ici on convient que pour p=0, [ P =-I,etpourg=0,[ " =1,.
0 -1 0 -1y
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