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Examen blanc

Groupes anneaux et corps

Soit A un anneau unitaire. Un élément e € A est dit idempotent si e* = e.

Exercice 1 Soit p un nombre premier et G un groupe d’ordre p.

Soit a € G différent de I’élément neutre de G. Montrer que G = (a). En déduire que G est com-
mutatif.

Montrer que G est isomorphe au groupe additif Z/pZ.

Exercice 2 Soit G un groupe d’ordre 15.
Montrer qu'il existe a € G tel que a® = eet a® Ze.

Montrer qu'il existe b € G tel que b° = e et b* # e.
Montrer que {a) N (b) = {e}.
On suppose dans cette question que ab = ba.
Quelle est 'ordre de I’élément ab.
Montrer que G est isomorphe au groupe additif Z/15Z.

Exercice 3 Soit A un anneau unitaire, tel que pour tout x € A, x> = x.
Montrer que A est commutatif.
Montrer que si A est integre alors A est un corps isomorphisme a Z/2Z.
Montrer que tout idéal premier de A est maximal.

PROBLEME

Soit A un anneaux commutatif unitaire.

Premiere partie :
Fléments idempotents

Soient A, A, deux anneaux commutatifs unitaires non réduits a un seul élément.
Montrer que si e est un élément idempotent de A, alors il en est de méme pour 1 — e.
Montrer que si A est intégre alors 0 et 1 sont les seuls éléments idempotents de A.
Justifier que (1,0) est un élément idempotent de A; x A,.

Montrer que si A est isomorphe a A; x Ay alors A admet un élément idempotent différent de 0
etde 1.
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Deuxiéme partie :
Théoréme chinois

Soient I et J deux idéaux de A tels que I + J = A. Soit ¢ : A— (A/I) x (A/]) 'application définie
par ¢(x) = (x, ).
Montrer que ¢ est un morphisme d’anneaux.

Justifier I'existence de (ig, jo) € [ x Jtel que ip+ jo=1.
Soit x, y deux éléments de A. On pose a = X jy + Vip.
Montrerque a—x€leta—-yeJ.
En déduire que le morphisme ¢ est surjectif
Montrer que A/(I N J) estisomorphe a (A/I) x (A/]).

Troisiéme partie :
Idempotent et produit

On suppose que A admet un élément idempotent e différent de 0 et de 1. Notons I (respecti-
vement J) I'idéal de A engendré par e (respectivement par 1 —e).

Montrer que I + ] = A.

Montrer que I n J ={0}.

Montrer que A est isomorphe au produit de deux anneaux non réduits a un seul élément.
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