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Théme : Les variables aléatoires

1 Variables aléatoires réelles

1.1 Variables aléatoires

Par (R), on désigne la tribu borélienne.

Définition 1.1

Soit (Q, T, p) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire réelle définie sur
(Q, T, p), toute application X : Q — R vérifiant, pour tout Ac BR); X (A eT.

Remarque: On peut remplacer les boréliens dans la définition précédente, par:

Les intervalles de la forme ] a, b[, a, b € R.

ou les segments de R,

ou les intervalles de la forme | — oo, al, a € R.

Proposition 1.2

Lensemble des variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé
(Q,J, p) est une algebre surR.

,—[Théoréme et définition 1.3}

Soit (Q, 9, p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle définie sur
cet espace. Lapplication suivante définie sur B(R);

B— p(X~'(B))

définit une probabilité sur (R, B(R)). Cette probabilité est appelée loi de X .

\

,—' Définition 1.4

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (0, T, p). On
appelle fonction de répartition de X la fonction Fx définie pour tout x € R par
Fx(x) = P(X < x).

La fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle X caractérise sa loi.

1.2 Variables aléatoires discrétes

Définition 1.5

Une variable aléatoires réelle X est dite discrete si X (Q) est au plus dénombrable.

Si X est une variable aléatoire discrete, la famille (p(X = x))xex(q) détermine bien la
loi de X, on I'appelle aussi la loi de X; en effet, pour B € 8(R), on a

Y pX=x

xeX(Q)NB

p(X~'(B) =

,—| Définition 1.6

Soit X une variable aléatoire discrete.

Si X(Q) est fini, on appelle espérance de X le réel; E(X) = Z xp(X = x).
xeX(Q)

Si X(Q) = {x, / neN}. On dit que X admet une espérance si la série

Z X, p(X = x;,) est absolument convergente, dans ce cas on appelle espérance
n

+o0
de X leréel, E(X) = ) xpp(X = xp).

n=0

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé (Q2, T, p). Alors
X admet une espérance si la famille (xp(X = x))rex() est sommable. Si c ’est le cas
I'espérance de X est définie par E(X) = Z xp(X = x).

xeX(Q)
Proposition 1.7

Soient X,Y deux variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé
Q,7,p).

Si X etY admettent des espérances et A € R, alors X + 1Y admet une espérance
etonaE(X+AY)=EX)+AE(Y).
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Si|X| =Y et Y admet une espérance alors X admet une espérance et on a
[E(X)| = E(Y).

,—(Théoréme 1.8 (de transfert)} \

Soit X une variables aléatoire discrete et f : X (Q2) — R une application. La variable

aléatoire f(X) admet une espérance si, et seulement si, la série Y | f (x,) p(X = xp)

n
+00

est absolument convergente. Si c'est le cas on a, E(f(X)) = Z fxp)p(X =xp).
n=0

\. J

Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé (2,9, p) et f:
X(Q) — Rune application. Alors f(X) admet une espérance si, et seulement si, la famille

(f(X)p(X = X)) xex() estsommable. Sic’estle cas,ona E(f(X)) = Y  f(x)p(X=x).
xeX(Q)
La formule de transfert permet de calculer I'espérance de la variable aléatoire f(X) a

l'aide de laloi de X.
2 Variable aléatoire a densité

Soit X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q2,J7, p) et Fx
sa fonction de répartition,

Fx est croissante sur R,
lim Fx(x)=1let lim Fx(x)=0.
X—+00 X——00

Fx admet une limite a droite et une limite a gauche en chaque point et on a; lim Fx =
x+
F(x) et lgcmFX =Fx(x) - p(X =Xx).

En particulier Fx est continue en x si, et seulement si, p(X = x) = 0.

Définition 2.1

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (0,9 ,p). On dit
que X est a densité si Fx est continue et de classe €' par morceaux. La fontion
définie par f(x) = FS((x) si Fx est dérivable en x et f(x) = 0 sinon, sappelle une

densitéde X.

Si X est une variable aléatoire de densité f, alors

+00

La fonction f est intégrable sur R et f fde=1.
(o 0)

X
Pour tout x € R, p(X < x) :f fde.
—00

b
Pour tout intervalle I d’extrémités a, b (a < b), p(X € I) :f fdt.
a

Définition 2.2

Soit X une variable aléatoire de densité f. On dit que X admet un espérance si la
fonction t — tf(t) est intégrable sur R. Si c'est le cas l'espérance de X est le réel

+00
E(X) =f tf(pdt.

o0

Soient X, Y deux variables aléatoires a densités.

Si X et Y admettent des espérances et A € R, alors X + 1Y admet une espérance et
ona E(X+AY)=E(X)+ AE(Y).

Si|X| <Y et Y admet une espérance alors X admet une espérance et on a |E(X)| <
E(Y).

Théoréme 2.3 (de Transfert)}

Soit X une variable aléatoire de densité f et ¢ : R — R. Alors ¢(X) admet une
espérance si, et seulement si, la fonction t — @(t) f (t) est intégrable surR. Si c’est le

+00
cas E(p(X)) = e f(Hdt.
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2.1 Moment et variance

,—| Définition 2.4

Soit X une variable aléatoire et k € N. On dit que X admet un moment d’ordre k,
si X* admet une espérance. le moment d'ordre k est le réel ;. (X) = E(X ky,

Théoreme 2.5

ﬂ

Soit X une variable aléatoire et k < n deux entiers. Si X admet un moment d’ordre
n alors elle admet un moment d’ordre k.

Définition 2.6

Soit X une variable aléatoire. On dit que X admet une variance si (X — E(X))?
admet une espérance. Si c’est le cas la variance de X est le réel V(X) = E(X —
E(X))?).

Proposition 2.7

Soit X une variable aléatoire. Alors X admet une variance si, et seulement si, X
admet un moment d’ordre 2. De plus V (X) = E(X%) - E(X)2.

Si X admet une variance et a, b € R, alors aX+b admet une variance etona V(aX+b) =
2
avV(X).

3 Inégalité de Markov et Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 3.1 ( Inégalité de Markov)]

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance et a > 0. Alors

P12 0 s 2020

Si X est positive et a > 0, alors p(X = a) < %

Théoreme 3.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)}

Soit X une variable aléatoire admettant une variance et a > 0. Alors

V(X)
a2

plX-EX)|za) =

4 Indépendance

Soit (Q,T,P) un espace probabilisé et Aj,..., A, des événements. On rappelle que
les événements Aj,..., A;; sont mutuellement indépendants si pour toute partie J <
{1,...,m}, p(NiejAi) = [l;ey p(A;). En particulier deux événements A et B sont mutuelle-
ment indépendants si p(An B) = p(A) p(B).

Lindépendance est un protocole qui permet de transformer la probabilité d'une inter-
section en produit de probabilités.

,—{ Définition 4.1

Soit (X;)ier une famille de variables aléatoires. On dit que les variables aléatoires
de cette famille sont (mutuellement) indépendantes si pour toute partie finie J < I,
pour toute famille de Boréliens (A;)icj, les évenements (X; € A;))ej sont indépen-
dants, cest-a-dire p(Nie;(X; € A)) = [ | p(Xi € Ay)

ie]

Remarques :

Si (X;)ies une famille de variables aléatoires discretes. Alors les variables aléatoires
X;,i€ I sontindépendantes si, et seulement si, pour toute famille finie de nombres

(x))ieg U< D, p(Nigj(X; = x;)) = HP(Xi = Xi).
ie]

Si Xj,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et n; < ...,n, < n, alors
H&X, .o Xn -1, Xy, oo Xng=1)y -+, fre1(Xy, , - .., X) sont indépendantes.

Proposition 4.2

Soit Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes.

Si X1,..., X, admettent des espérances, alors la variable aléatoire X; ... X, ad-
met une espéranceeton a E(Xj ... X,) = E(Xy)... E(Xp).
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probabilisé (Q2,J, p) dont la loi est donnée par; X(Q) =N* et p(X = n) = W
pour tout n € N*. Pour n € N*, A, désigne 'ensemble des multiple strictement
positifs de 7.

Si Xy,..., X, admettent des variances, alors la variable aléatoire X; +...+ X,
admet une varianceetona V(X1 +...+ X;)) = V(Xy) +...+ V(X}).

Pour n = 1, calculer p(X € Ay).

5 Exercices Notons £ ’ensemble des nombres premiers positifs. Montrer que les événe-

ments (X € Ap), p € 2 sont mutuellement indépendants.

Soit (By), une suite d’événements mutuellement indépendants. Montrer
que p(NpenBn) = [ | pB).

neN

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction génératrice de X est la
fonction définie par Gx (£) = E(t%).

+00
Montrer que pour tout £ € [-1,1], Gx(#) = Z pX=nt". En déduire que p(X =1) = H (1 — —)
n=0 peP

Montrer que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs 1\7!
dans N, alors pour tout 7 € [-1,1], Gx+y (£) = Gx () Gy (£). Montrer que {(x) = [] (1 ~Z5) ¢

peP

Soit X, Y deux variables aléatoires.

(Exercice 5 (sans mémoire)]

Justifier que | X Y| < % (X2 +Y2). Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A > 0.

Montrer que si X et Y admettent des variances, alors XY admet une es- Donner la fonction de répartition de X.

pérance, et que X + Y admet une variance.

Exercice 3

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivants des loi de Poisson
de parametres respectives A,A’. Montrer que X + Y suit la loi de Poisson de
parametre A+ A'.

Montrer que pour tout £,s € R™, p(X > s+ t|x>y) = p(X > s).

Exercice 6

Soit X une variable aléatoire de loi normale centré réduite, et on note ® sa fonc-
tion de répartition.

[Exercice 4 ( Zéta de Riemann )] Montrer que pour tout x € R, ®(x) + ®(-x) = 1.
x2
TS | -2. Montrer que pour tout x >0, p(X = x) < lo=7%,
Pour x > 1, on rappelle que {(x) = —- - quep p 2
n=17 2
A q k . . s AEg 1 _x°
On fixe un réel x > 1. Soit X une variable aléatoire discrete définie sur un espace Montrer que pour tout x >0, p(X = x) < Py
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Soit X une variable aléatoire de loi normale centré réduite. Soit g: R — R de classe
&1 telle que g'(X) admet une espérance. Montrer que E(g'(X) — Xg(X)) = 0.

Probléeme:

Dans tout le probleme A désigne un réel strictement positif, et Z) une variable aléa-
toire suivant une loi de Poisson de parameétre A.
On désigne par & (respectivement %) 'espace des applications (respectivement des
applications bornées) de N et a valeurs dans R.
Dans tout le probleme T} est I'application de & dans & définie pour tout f € & par
TA(f):n—Af(n+1)—nf(n).
On note K) 'ensemble des f € & tel que f(Z;) admet une espérance.
Toutes les variables aléatoires mise en jeu dans ce probleme sont définies sur un méme
espace probabilisé (Q, T, p).

Premiere partie
Loi de Poisson

Calculer la fonction génératrice de 2.

Montrer que pour tous u,r >0,ona p(Zy =r) < e TUE(e"4n),
Montrer que pour tout r = A, ona p(Zy =r) < g~ rinr+rind+r-a,

Montrer que pour tout 7 €]0,A], on a p(Z, < r) < e~ "Inr+rind+r-4,
Montrer que pour tout k € N, on aln(k!) < (k+1)In(k) - k+1.

Deuxieme partie :
Opérateur de Chen-Stein

Montrer que K} est un sous espace vectoriel de .
Pour f € K, onpose | flli = E(f(Z)).

Montrer que ||. [ 1) définit une norme sur K.

Montrer que pour tout f € F, Ty (f) € Kj.

Montrer que T, est une application linéaire continue de %, dans Kj.

Soit f € F et X une variable aléatoire a valeurs dans N ayant une espérance. Mon-
trer que T (f)(X) admet une espérance.

Soit f € Fno. Montrer que E(T)(f)(Z3)) =0.

Soit h € F tel que E(h(Z)) # 0. Montrer qu’il n'existe pas d’application f € F
telle que Ty (f) = h.

Soit h € et fj, 'application définie par f(0) = 0 et pour tout k = 0, fj(k+1) =

k
—Ap(ZlA:k) Y. p(Zy = HhG).
j=0

Montrer que T (f) = h.

En déduire qu’il existe une unique application f € & telle que f(0) = 0 et
TA(f) = h.

Montrer que si h € F et E(h(Z))) =0, alors || frlleo < €ellhlloo- On pourra utiliser
I'inégalité suivante; pour tout x € [0, 1[, In(1 — x) < —x.

Troisieme partie:
Une caractérisation de la loi de Poisson

Dans cette partie X est une variable aléatoire a valeurs dans N admettant une es-
pérance telle que pour tout f € F, E(T)(f)(X)) =0.

Montrer que pour tout ne N*, p(X =n) = %p(X =n—1). Considérer f = 1y,.
En déduire que pour tout neN, p(X =n) = %p(X =0).

En déduire que X suit la loi de Poisson de parametre A.
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