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Contrôle (Algèbre 4)

Au

LPEM

Soit E un espace vectoriel et f ∈L (E).
+ On désigne par K[ f ] l’ensemble des endomorphismes de E polynôme en f c’est-à-dire
K[ f ] = {P ( f ) /P ∈K[X ]}.

Notations

-

�� ��1. Donner la défintion d’un hyperplan.�� ��2. Donner la défintion d’une forme linéaire.�� ��3. Donner la défintion d’un sous espace stable pour un endomorphisme.�� ��4. Enoncer le théorème de décomposition des noyaux.

Questions de cours

-

Exercice 1 Soit E l’espace vectorielK[X ] etϕ : E →K l’application définie, pour tout P ∈ E , parϕ(P ) =
P (1).�� ��1. Montrer que ϕ est une forme linéaire sur E .�� ��2. En déduire que F := {P ∈K[X ] / X −1 divise P } est un hyperplan de E .

Exercice 2 Soit A la matrice A =
1 1 1

1 1 1
0 0 2

.

�� ��1. Calculer le polynôme caractéristique de A. En déduire le spectre de A.�� ��2. Déterminer les sous espaces propres de A.

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel de dimension n ≥ 2. Soient (ϕ1, . . . ,ϕn) une famille libre de
formes linéaire sur E .�� ��1. Justifier que (ϕ1, . . . ,ϕn) forme une base de E∗.

Soit f : E →Kn l’application définie, pour tout x ∈ E , par f (x) = ((ϕ1(x), . . . ,ϕn(x))).�� ��2. Justifier que f est une application linéaire.�� ��3. Supposons que ker f 6= {0}. Soit e un vecteur non nul de ker f .
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LPEM- Algèbre 4-S3 2020-2021�� ��3.1 Montrer qu’il existe une forme linéaire ϕ sur E tel que ϕ(e) = 1.�� ��3.2 Trouver une contradiction.�� ��4. Montrer que f est un isomorphisme.

PROBLÈME
Dans tout le problème n est un entier ≥ 2, E un K-espace vectoriel de dimension n, et f , g ∈ L (E)
deux endomorphismes de E .

Première partie :
existence d’un vecteur propre commun

On suppose dans cette partie que les deux endomorphismes f et g commutent i.e f g = g f .�� ��1. Montrer que ker f et Im f sont stables par g .�� ��2. Soit P ∈K[X ]. Montrer que les deux endomorphismes P ( f ) et g commutent.�� ��3. Dans cette question K=C et λ ∈C une valeur propre de f .�� ��3.1 Justifier que Eλ( f ) est stable par g .
Soit gλ l’endomorphisme induit par g sur le sous-espace vectoriel Eλ( f ).�� ��3.2 Montrer que χgλ admet au moins une racine.�� ��3.3 En déduire qu’il existe un vecteur propre e à la fois de f et g .

Deuxième partie :
Commutativité avec un projecteur

On suppose dans cette partie que f est un projecteur de E i.e f 2 = f .�� ��4. Montrer que E = ker f ⊕ker( f − IdE ).�� ��5. Montrer que ker( f − IdE ) = Im f .
On suppose pour la suite de cette partie que Im f et ker f sont stables par g .�� ��6. Montrer que si x ∈ Im f alors g (x) = f (g (x)).�� ��7. Monter que si x ∈ ker f alors f (g (x)) = 0.�� ��8. En déduire que f g = g f .

Troisième partie :
dim(K[ f ])

On note π f le polynôme minimal de f et p = degπ f le degré du polynôme π f .�� ��9. Soit P ∈K[X ]. Montrer qu’il existe R ∈K[X ] tel que degR ≤ p −1 et P ( f ) = R( f ).�� ��10. En déduire que K[ f ] = Vect(IdE , . . . , f p−1).�� ��11. Montrer que la famille (IdE , . . . , f p−1) est libre.�� ��12. En déduire que dim(K[ f ]) = p
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Bonne chance
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