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Contole (Algebre 5)

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.
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Corrigé

Questions de Cours

Cours

Exercice 1
On considére I'application g : R3 — R définie par g(x, y,2) = y> + xy + yz.

La forme polaire est donnée par
/ / !/ / ]‘ / / / /
p((x,y,2),x,y,2))=yy +§(xy +xy+yz+yz)

D’abord q(x,y,2) = y* + y(x+ 2) = (y + 3 (x + 2))* — 1 (x + 2)?, ainsi q est de signature (1,1).

Exercice 2
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et g une forme quadratique sur E non dégénérée, et on
note ¢ sa forme polaire. Soit u € £ (E).

(1) = (2), en exploitant I'identité polaire, on a

3 (q(u(x) + u(y) — g(u(x) - q(uy))) = 3(q(ulx + ) — gux) - g(uy)))
= 3(gx+-qgx)-q() = (x,)

@(ulx), u(y))

(2) = (1) Immédiate, g(u(x)) = p(u(x), u(x)) = @(x, x) = q(x).
On note @ (q) 'ensemble des endomorphismes de E vérifiant'une des propriétés précédentes.

Soit u € G(q) et x € keru. Pour tout y € E on a ¢(x,y) = @(u(x), u(y)) = ¢, u(y)) =0, donc
x ekergq. Or g est non dégénéré, on a donc x = 0. Lespace vectoriel E étant de dimension finie
et u injectif, donc u est un isomorphisme.
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11 suffit de démontrer que G (gq) est un sous groupe de GI(E). D’apres le résultat de la question
précédente G (q) < GI(E).
Idp e ©(q) car g(Idg(x)) = q(x).
soient u, v € G(q) et montrons que uv~' € 6(g). Pour x€ E,ona q((uv=")(x)) = g(u(v~1(x))) =
q(v~t(x)) = g(v(v~1(x))) = q(x). D’ol1 le résultat.

Soit u e O(q) et B = (ey,...,e,) une base g-orthogonale de E. Puisque u est un isomorphisme,
(u(ey),..., u(ey)) estune base de E. Pour i # jonag(u(e;), u(e;)) = (e, ej) = 0. Ainsi (u(ey),..., u(e,))
est une base g-orthogonale de E.

PROBLEME

Produit scalaire sur les polynémes

Soit n un entier supérieure ou égale a 1, on désigne par R,[X] 'espace vectoriel des polynémes a
coefficients réels et de degré inférieure ou égale a n.

Premiére partie :
Produit scalaire sur R,,[ X]

La fonction ¢ — P(1)Q(t)e” ! est continue sur R,. De plus, on a tliI}l tZP(t)Q(t)e_t =0, donc
—+00

P(NQ(Ne ' =100 0(%). Par conséquent la fonction ¢ — P(1)Q(r)e” ! est intégrable au voisinage
de +oo, par suite intégrable sur R, .

+00
Pour P Q e R, [X], on pose ¢(B,Q) =[ P(t)Q(t)e_tdt.
0

Pour Q € R,[X], I'application P — ¢(B, Q) est linéaire (par linéarité de l'intégrale). L'applica-
tion ¢ est symétrique (commutativité des polynomes P(#)Q(t) = Q(#)P(¢#)). Onaaussi ¢(B P) =

+00 +oo
f P(He tdt=0,ce qui affirme la positivité. Finalement, si ¢ (B, P) = 0 alors f P(t)ze_tdt =
0 0
0, la fonction ¢ — P(t)?e”" est continue et positive , donc nulle. Or la fonction exponentielle ne

s’annule jamais, pour tout ¢ € R, P(#) = 0. Ainsi le polynome P est nul (il admet une infinité

de racines).
+00
Par récurrence sur m = 0. Pour m =0, f e ldt = [—e 1]g®=1=0L.

0
+00

Soit maintenant m € N et supposons que f t™e~'dt = m!. Par une intégration par parties

0
ona

+00 +00 +00
f t"eldr = —f t’"“(e‘f)’dt:—[t’”+1e‘t]g°°+(m+1)f t"eldt
0 0 0

m+1)xm!'=(m+1)!

D’ou le résultat.
+00
Ona(p(X”,Xp):f ?Pe”tdr=(2p)!, donc | XP| = /@2p)L.
0

Deuxiéme partie :
Orthonormalisée de la base canonique
On note (Py, ..., P;) I'orthonormalisée de Schmidt de (1, X, ..., X"*). On rappelle que pour tout
0 < k < n, Vect(Py,..., Py) = Vect(l,..., X¥).
On a Py € Vect(Py,...,Py) = Vect(l,...,Xk), donc degPy < k. Supposons par I'absurde que
deg Py # k, c’est-a-dire deg Py < k ou encore deg Py < k—1. Dans ce cas Py € Vect(1,.. L Xk =
Py,...,Px_1, autrement Py est combinaison linéaire des polynémes Py, ..., Px_;, contradiction

avec le fait que la famille (P, ..., Py) est libre ( orthonormale). On en déduit alors que deg Py =
k.
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Soit0<i<n,onaX eVect(l,..., X') = Vect(Py, ..., P;).

Soit1<k<n.OnadegP; =degP;—1=k-1,donc P, € Vect(1, ..., X*=1) = Vect(P,, ..., Px_1).

Si k = 0, le polynome Py est de degré 0 donc constant, par suite Pj est nul. Par conséquent
¢(Po, P)) = 0.
Si k = 1, d’apres le résultat de la question précédente, P € Vect(Py,..., Pr_1). Le polynome
Py est orthogonal aux polyndémes Py, ..., Pi_1, donc il est aussi orthogonal a tout élément de
Vect(Py,..., Px_1), en particulier Py est orthogonal a P,’C.

La famille (Py,..., P,) est orthonormale, donc | P;||' = 1. D’autre part, en effectuant une inté-
gration par parties on obtient

I Py lI*

+00 +00
f P(H)?e ldt = —f P()% (e Ndr
0 0

+00

—[P(t)ze‘flg"%zf PP (e dt
0

(P(0))* +2¢(P}, Py) = P(0)*

Notons, d’apres le résultat précédent, que les deux polyndmes Py, et P;c sont orthogonaux, donc
@(Pr, P;) =0.
Troisieme partie :
Calcul d’'une distance
On pose F ={P € R,[X] /P(0) = 0}.
On considere I'application f : R, [X] — R définie par f(P) = P(0). Lapplication f est une forme
linéaire non nulle (f(X + 1) = 1) et Fker f, par conséquent F est un hyperplan de R, [X].
Soit R un élément non nul de F*.
Puisque F est un hyperplan de R, [X], F est une droite vectorielle. Le sous espace vectoriel
FL est engendré par chacun de ses vecteurs non nul, en particulier F L =Vect(R).
Remarquons d’abord que Py — P(0) € F (en effet (P — P(0))(0) = P1(0) — Px(0) = 0). Donc
Py — Pr(0) est orthogonal a R, autrement dit ¢ (P — Pr(0), R) = 0, par conséquent ¢ (P, R) =
@ (Pi(0), R) = Pr(0)(1, R).
La famille (Py,..., P;;) est une base orthonormale de R,,[X], donc

n n n
R=) @Pr,RPr=)_ Pr0)¢p1,R)Pr=¢(1,R) Y Pr0)P
k=0 k=0 k=0
On note pr la projection orthogonale sur F.
Le polynome ﬁ forme une base orthonormale de F*. Donc

R @@®R
IRI IRIZ

lp(BR)|
IR

R
pr(P) = P — Pp.(P) =P—(p(P,m)

Pour P € R,[X], ona d(RF) = |P - pr(P)| = | 5" Rl =

tenant compte Py (0)2 =1],0na

.Danslecasde P =1, en

n n
@(1,R) ) Pr(0)Py Y Pr(0)Py
k=0 k=0

lp(, R/ Y- Pr©)? = o, R)IVn+1
k=0

IRl = =, R
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lp(LR)IVn+1 Vel
Remarque : On rappelle que, si & = (ey, ..., e,) est une base orthonormale d'un espace eucli-

On en déduit alors que d(1, F) =

n n
. B _ 2
dienE et x = kzl xiey alors || x|l = kzlxk.
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