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Questions de Cours

Rappeler la définition de la base antéduale.
Rappeler la définition du cone isotrope.

Exercice 1
On considere la forme quadratique g : R® — R définie par q(x, y,z) = x*> + y*> + 22 + 4xy —4yz — 2x 2.

Réduire la forme quadratique g par la méthode de Gauss.

Déterminer la signature et le rang de q.

Déterminer A la matrice de g dans la base canonique de R3.

Trouver une matrice inversible Q telle que la matrice ‘QAQ soit diagonale.
Exercice 2

Soit E = R, [X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients dans R et de degré < n. Pour P,Q € E,
on pose

1 2r S —
<p,Q>:—Re([ P Q(ei)dt
27 0

Soit (z, z') € C2. Justifier que Re (z?) =Re(zZ).

Montrer que I'application {.,.) défini un produit scalaire sur E.
Soit (k, 1) € [0, n]. Calculer (Xk,Xl).

En déduire que (1, X, ..., X"™) est une base orthonormale de E.
Soit P € E. Exprimer || P| en fonction des coefficients de P.
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PROBLEME

Projection orthogonale

Dans tout le probleme E désigne un espace préhilbertien réel.
Les deux parties du probléme sont indépendantes.

Premiere partie :
Projection orthogonale sur un hyperplan

Soit v € E un vecteur non nul. On pose H = {x € E /{x, v) = 0}.
Justifier que H est un hyperplan de E.
Montrer que que H @ Vect(v) = E.
En déduire que H L = Vect(v).
Montrer que pour tout x € E, pg(x) = x— % v.
En déduire, pour x € E, d(x, H).
Deuxieme partie :
Une inégalité de Bessel
Soit (e;) nen une famille orthonormale de E. Pour n € N, on pose F;, = Vect(ey, ..., en).

Donner une base orthonormale de F;,.
Dans la suite, x désigne un élément de E.

Donner, pour 7 € N, une expression de pr, (x).

n
En déduire que pour tout n € N, Z (x,ex)? < Ilx]?.
k=0

+00
Montrer alors que la série Z (x, en)* converge et que Z (x,en)® < | x|I%.

n=0 n=0
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