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Contole (Algebre 5)

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Corrigé

%
o] D G 0585 SRS D e g

Questions de Cours

Cours

Exercice 1
On considére la forme quadratique g : R® — R définie par q(x, y,z) = x> + y? + 22 + 4xy —4yz — 2xz.
Réduction de Gauss;

q4(x,1,2) = x*+2xQy-2)+y*+2>-4yz=(x+2y-2)°-QRy—-2*+y*+z* —4yz

(x+2y—2)* -3y~

La signature de g est (1,1) etrg(q) = 2.
La matrice de g dans la base canonique est;

On considere les trois formes linéaires 1, (x,y,2) = x+2y -z, b(x,),2) = y et I3(x,y,2) = z. La
faille (11, I», I3) est une base de 'espace dual (R®* etona

4(%,3,2) = (L(x,3,2)° =3 (L(x, ,2)° +0.(I(x,,2)

Remarque : Vu que le coefficient de I3 dans I'expression de g est nul, il y a alors plusieurs
possibilités pour le choix de I3. La forme linéaire I3 peut étre choisie de sorte que la famille
(11, I, 13) forme une base de 'espace dual (R3)*.
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Soit (g1, €2,€3) la base antéduale de (I3, I, I3). Soit Q la matrice de passage de la base cano-

nique de R3 2 la base (e1,€5,€3). Si on note (x',y',z') les composantes de (x, y, z) dans la base
/ /

X X X = x+2y-z
(€1,€2,€3), alors | y| = Q| y' |. Mais d’autre partona{ y = y . En inversant ce
z z 7 = z
1 -2 1
systeme linéaire, on obtient Q=|0 1 0 |.Lamatrice de g danslabase (&1, €2, €3) estlama-
0 0 1
1 0 O
trice diagonale D=0 -3 0|. D’apres la formule de changement de bases on a D = ‘QAQ.
0 0 O

En particulier ‘QAQ est une matrice diagonale.

Exercice 2
Soit E = R, [X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans R et de degré < n. Pour P,Q € E,
on pose

1 2r S —
(PQ)= —Re (f P(e”)Q(e”)dt)
27 0

Soit (z, z') € C2. Notons que si b est un nombre complexe alors Re(b) = Re (E) Par conséquent
Re (z?) =Re (z?) =Re(zz).
La linéarité de I'application P — (P, Q) est une conséquence de la linéarité de I'intégrale et du

fait que Re(Az + z') = ARe(z) + Re(Z) lorsque z,z' e Cet L€ R.
Symétrie : En tenant compte le résultat de la premiere question on a

1 28— 1 [ R vIrT™
(PQ) —Re(f P(e”)Q(e”)dt)z—f Re (P(ei)Q(e!) d1
27 0 21 Jo

1 2m S i 1 2n R —
—f Re (P(e”)Q(e”)) dt= —Re( Q(e”)P(e”)dt)
27 Jo 2m 0
Positivité : Si P € E, alors P(e'!) P(ei?) = | P(e!")|? est un réel positif. Par conséquent

1 2n .
(RP)= —f P(ei)PdE =0
21 Jo

2n X X

Définie : Si de plus (B, P) = 0, alors f |P(e'")|?dt = 0. Puisque ¢ — |P(e!!)|? est une fonction
0 .

continue positive sur [0,27], il vient que pour tout ¢ € [0,27], |P(e'’)| = 0. En particulier le

polyndéme P possede une infinité de racines (les nombres de la forme el avec t € [0,27] sont

des racines de P). Il en résulte que P = 0.
Soit (k, 1) € [0, n]*. Notons d’abord que

kvl _ L A k=Dt
(X", X"y =—Re e dt
27 0

2
Si k=1, dans ce cas f

T 2n
e’(k"”dt:f 1dt =2n. Donc (X*, xky = 1.
0

0
pilk=Dt ] 2m

=0.D xk xhy=o.
ik=1) onc ¢ )

2n
Si k # 1, dans ce casf el k=Dt gy —
0

0
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D’apres le résultat de la question précédente, la base canonique (1, X,..., X™) une famille or-
thonormale, par conséquent c’est une base orthonormale de E.

n
Soit P € E. Posons P = Z aka. Remarquons que (agp, a3, ..., a,) sont les composantes de P
k=0
dans la base orthonormale (1, X, ..., X"). On en déduit alors que

n
_ 2
IPI=y/) a
k=0

PROBLEME

Projection orthogonale

Dans tout le probleme E désigne un espace préhilbertien réel.
Les deux parties du probléme sont indépendantes.

Premieére partie :
Projection orthogonale sur un hyperplan

Soit v € E un vecteur non nul. On pose H = {x € E /{x, v) = 0}.

Lapplication f : E — R définie par f(x) = (x, v} est une forme linéaire non nul (f(v) = ||v||* # 0).
Il en découle que H = ker f est un hyperplan de E.

H étant un hyperplan de E et v ¢ H, donc les deux sous espaces vectoriels H et Vect(v) sont
supplémentaires dans E, autrement dit H & Vect(v) = E.

De la définition de H on a immédiatement v € H*, ou encore Vect(v) € H*.
Soit x € H. D’apreés le résultat de la question précédente il existe (h, 1) € H x R tels que x =
h+Av.Puisque h € H,on a (h, x) = 0, autrement dit (h, h+Av) = 0 ou encore {h, h) + A{h, v) = 0.
Mais (h, v) = 0, ce qui implique que ||2]|> = 0. D’ol1 h = 0, par conséquent x = Av € Vect(v).
On peut raisonner autrement : Remarquons que par définition de H, on a H = Vect(v)*. Puisque
Vect(v) est un sous espace vectoriel de dimension finie, on a 1’égalité Vect(v)) = Vect(v)*t, par
suite Vect(v) = H*.

Le vecteur ﬁ forme une base orthonormale de Vect(v) = H-. Donc

vy v @)

(X)=x- (x) =x—(x, —V
b Pr ol ol BB

d(x, H) = |l x = pr()] = | &gk v) = Kl
Deuxiéme partie :
Une inégalité de Bessel
Soit (e5) nen une famille orthonormale de E. Pour n € N, on pose F, = Vect(ey, ..., e5).

(eo, ..., en) est une base orthonormale de F,,.
Dans la suite, x désigne un élément de E.

Puisque (ey,...,e,) est une base orthonormale de Fj, la projection orthogonale pr, (x) s’ex-
prime dans cette base comme suit,

n
pE,(X) =Y (X ex)ek
k=0
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On sait que || pr, (x) |2 < ||x||%. D’autre par,ona

n
IpE, COIF =Y (x, ex)?
k=0

D’ou le résultat.

La série Z (x,en)? est a termes positifs et sa somme partielle est majorée (par la constante
n=0
+00
|l x]12), donc elle est convergente et on a Z (x, en)2 < ||x||2.
n=0
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