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Contole (Algebre 6)
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Nicolas Copernic

% Les mathématiques ne sont écrites que pour les mathématiciens.

, Questions de Cours s

Rappeler la définition 'un groupe monogene.

Rappeler la définiton d'un sous groupe distingué.
Enoncer le théoréme de Lagrange.
Enoncer le théoreme de Cauchy.

Exercice 1 Soit G un groupe et H une partie finie non vide de G. On suppose que H est stable par la
loide G.

Montrer que si h € H, alors il existe m € N* tel que h'™ = e.

En déduire que H est un sous groupe de G.

Exercice 2
Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit que x € A est nilpotent s’il existe n € N* tel que x" = 0.
Onnote N(A) ={xe A/AneN*, x" =0}.

Montrer que si x et y sont des éléments nilpotents alors x+ y est nilpotent. Indication : formule
de bindbme de Newton.

Montrer que N est un idéal de A.
Soit P un idéal premier de A.
Soit x € A et n € N*. Montrer que si x" € P alors x € P.

En déduire que N < P.

PROBLEME

Autour du groupe d’automorphismes d'un groupe

M. AQALMOUN 1/2 www.aqalmoun.com



niversité Sidi Mohamed Ben Abdellah épartement de mathématiques
Ecole Normale Supérieure - Fés LPEM- Algebre 6-S4  2020-2021

Si G est un groupe, on rappelle que Aut(G) est 'ensemble des automorphismes de G. Pour x € G, on
note i, : G — G l'application définie pour tout g € G, par i,(g) = xgx~'. Enfin on note Z(G) le centre
de G c'est-a-dire Z(G) ={ge G / VxeG, gx=xg}.

Premiére partie :
Questions aléatoires

Montrer que Z(G) est un sous groupe distingué de G.

Que peut-on dire de G si G/ Z(G) est trivial.

Montrer que Aut(G) muni de la composition est un groupe.
Montrer que pour tout x € G, iy € Aut(G).

Montrer que G/ Z(G) est isomorphe a un sous groupe de Aut(G). Indication : on pourra consi-
dérer I'application x — iy.

Déterminer Aut(G) lorsque G = Z/27.

Deuxiéme partie :
Groupe a groupe d’automorphismes trivial

Dans cette partie G est un groupe fini non trivial tel que Aut(G) = {Idg}.
Montrer que G est commutatif.

Montrer que pour tout x € G, x> = e.

Montrer que G muni de I'application Z/2Z x G — G définie par (k, g) — g¥ estun Z/2Z espace
vectoriel de dimension finie.

Montrer que G est isomorphe a (Z/27)" o1 n € N*.
Montrer que G est isomorphe a Z/27.

Troisieme partie :
Groupe a groupe d’automorphismes cyclique

Dans cette partie G est un groupe fini. On suppose que Aut(G) est un groupe cyclique.
Montrer que G/ Z(G) est un groupe cyclique.

En déduire que G est commutatif.
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