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Contole (Algebre 6)

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.
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Cours

Exercice 1
Soit G un groupe abélien d’ordre 35.
Les deux entiers 5 et 7 sont des diviseurs premiers de 'ordre de G, d’apres le théoreme de

Cauchy, G admet un élément a d’ordre 7 et un élément b d’ordre 5.
On pose H = (a) et K = (b)

H est un sous groupe engendré par un élément d’ordre 7 donc H est un sous groupe d’ordre 7.
De méme K est un sous groupe d’ordre 5.
Soit f': K x H— G l'application définie par f(x,y) = xy

Soient (x,y),(x’,y)) e Kx H.On a
fle,nE, YN =fox',yy)=xx'yy
Or G est commutatif, on a donc xx'yy' = xyx'y’ = f(x,y) f(x', ¥). Autrement dit

flnE,yN=fxy i,y

Lapplication f est bien un morphisme de groupes.

Soit (x,y) eker f.On a f(x,y) = xy = e, donc x = y~'. On a x € K et K sous groupe d’ordre 5
donc x° = e. Par suite e = x° = (y5)_1, d’ou y5 =e.

Soit (x,y) € ker f. D’apres le résultat de la question précédente, on a y° = e. D’autre part,
d’apres le théoreme de Lagrange, y’ = e. Puisque 5A7 = 1, le théoréme de Bézout affirme qu’ils
existent u, v € Z tels que 1 = 5u + 7v. Ainsi y = y°**7? = ()®)¥(y”")V = ee = e. Par conséquent

x=y l=e. Dot (x,y) = (e e). On en déduit que f est injectif.
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Le morphisme f : K x H — G est injectif et |[K x H| = |H||K| = 35 = |G|, donc f est bijectif. Par
conséquent les deux groupes K x H et G sont isomorphes.

Exercice 2

Soit a un élément non nul de A. Lapplication h : A — A définie par k(x) = ax est injectif, en effet
si h(x) = h(y) alors ax = ay ou encore a(x — y) = 0, or a est non nul et A intégre, on a donc x = .
Lapplication & est injective et A finie donc £ est bijective, en particulier surjective. il existe alors b € A
tel que h(b) =1 ou encore ab = 1. Ainsi a est inversible.

Remarque : On peut considérer 'application f : N — A définie par f(n) = a”. Puisque N est infini,
cette application ne peut étre injective. Donc il existe n # m tel que f(n) = f(m) autrement dit a” =
a™. Si par exemple n > m, on obtient a’”(1 — a"~™) = 0, de I'intégrité de A et le fait que a # 0, il vient
quel—-a" ™ =0ouencorel =a" "= aa™ ™1 (notons que n—m—1=0). Donc a est inversible.

PROBLEME

Caractére d'un groupe

Soit G un groupe. Un caractere de G est un morphisme de groupes G — C* (le groupe C* muni de la
multiplication).

Premiére partie :
Questions préliminaires

Soit n € N*. On désigne par U, I'ensemble des racines néme de I'unité c’est-a-dire U, = {z€ C/ z" =
2in

1}.Onposew=-¢en .

1l suffit de montrer que U, est un sous groupe de C*. Clairement 1 € U,,. Si z,z’ € U, alors
(zz27H =2z"z"™) "1 =1.Donc zz ' e U,,.

1-w"

n—1
2.l Onaw#1, donc ok =
1
k=0

Chaque élément de U,, est de la forme e¥ =w* ot ke 7z, doncU,, = {w* / ke 7} = (w). De plus
w" =1, donc U, est un groupe monogene fini, par conséquent cyclique.
Soit f : Z — U, 'application définie par f(k) = w*.

Pour k,l€ Z,on a

=0carw"=1.

flk+1) =0 =0f0' = flo F(1)

Donc f est un morphisme de groupes.

Chaque élément de U, est de la forme w* = f(k), donc f est surjective. D’apres le théoréme
d’isomorphisme Z/ker f est isomorphe a U,,. Il suffit maintenant de démontrer que ker f =
nZ.Sid € nZ alors d = nl avec [ € Z, et donc f(d) = 0™ = (™! = 1, par suite nZ < ker f.
Réciproquement, soit d € ker f, en effectuant la division euclidienne de d par n, ils existe (/,r) €
ZxNtelsqued=nl+ret0<r<n.Onal=w%=w"w", doncw” =1avec0<r < n. Donc
r=0ouencore d =nlenz.

Deuxiéme partie :
Caracteére d’'un groupe abélien fini
Dans cette partie G est un groupe abélien fini d’ordre n =2 et g: G — C* un caractere de G.
Par récurrence sur k : Pour k=0,0n a g(xo) =gle)=1= (g(x))o.
Soit k € N, et supposons que g(xk) = g(x)k. Ona g(xk“) = g(xkx) = g(xk)g(x) = (g(x))kg(x) =
gkt

M. AQALMOUN 2/4 www.aqalmoun.com



Ecole Normale Supérieure - Fés LPEM- Algébre 6-S4  2021-2022

w2

niversité Sidi Mohamed Ben AbdellaB Gépartement de mathématiques

\&

On a (g(x)" = g(x™), d’apres le théoreme le Lagrange, x" = e, d’ol1 (g(x))" = g(e) = 1, par
conséquent g(x) € U,,.

On a |g(x)|" = |g(x)"] = 1, donc |g(x)| = 1. De plus on a g(x)g(x™ 1) = g(xx™!) = g(e) = 1 et
g(x)g(x) = 1g(x)|?> =1, donc g(x)g(x™!) = g(x)g(x), par suite g(x~1) = g(x), en effet g(x) € C*
donc il est non nul.

On suppose dans la suite de cette partie qu'il existe xg € G tel que g(xg) # 1.

Clairement {xox / x€ G} = G, etsi ye Galors y = xo(xalx), donc G = {xpx /x € G}.

Notons d’abord que si x # x" alors xpx # xox" donc les éléments xox avec x € G sont deux a
deux distincts. On a donc

Y gx) =) glxox) =) g(x0)g(x) = g(xo) ( > g(x))

xeG xeG xeG xeG

D’apres le résultat de la question précédente, on a (g(xp) — 1) ( Z g(x)) =0,0r g(xp) #1,0ona

xeG

donc ) g(x)=0.

xeG
Troisiéme partie :
Groupe dual

On note G 'ensemble de tout les caracteres de G. Pour g,g’ € G, on note gg’ I'application de
G — C* définie, pour tout x € G, par (gg") (x) = g(x) g’ (x).

Soitx,y€G,ona

(ggh(xy) =gxyg' xy)=gx)gng gy =gx)g' x)gg' ) =(ggh(x)(ggh )

Donc gg’ est un morphisme de groupes, autrement dit gg’ € G.

D’apres le résultat de la question précédente, la multiplication est une loi interne sur G. L'asso-
ciativité est immédiate (c’est une conséquence de I’associativité de la multiplication dans C*).
Lapplication constante égale a 1 est un élément de G c’est-a-dire un morphisme de groupes (
c’est le neutre de G). Soit g € G et posons h = % (c’estl'inverse de f),ona

11 1 1
fxy)  fOf  f&® )

autrement dit / est un morphisme de groupes. De plus on a fh = 1, ainsi tout élément de G est
inversible.

Remarque : Une autre méthode consiste 2 démontrer que G est un sous groupe du groupe
formé par toutes les applications de G a valeurs dans C*.

h(xy) = = h(x)h(y)

On considere I'application ¢ : G — U,, définie par ¢(g) = g(1). Cette application est bien définie
car d’apres le résultat de la question 7., on a g(1) € U,. Pour g,g’ € G, on a

pgg)=(gghM)=gM)g M) =@ e

Donc ¢ est un morphisme de groupes.
Soit g € ker ¢, autrement dit ¢(g) = 1. On a par définition g(1) = 1. Pour0< k<n-1,0na

glk) = g(kT) = (gM)* =1

Donc g est le neutre de G, par conséquent ¢ est injectif. _
Soit ze U, et g: G = Z/nZ — U, 'application définie par g(k) = z*. Lapplication g est bien
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définie, car si k = k’ alors k — k' = nd ot d € Z ou encore k = k' + nd. Donc z¥ = z¥ z"d = z¥

(notons que z” = 1 puisque z € Uy). De plus pour k,l€G,ona
gk+D=gk+D)=2""=z"' = gk)g(D)

g est donc un morphisme de groupe c’est-a-dire élément de G. Finalement on a ¢(g) = g(1) =
z. On en déduit que ¢ est surjective, donc un isomorphisme. Les deux groupes G et U, sont
isomorphes. On combine avec le résultat de la question 5, on obtient le résultat voulu.
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