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Contole (Algebre 6)
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Questions de Cours s

Enoncer le théoreme de Lagrange.
Rappeler la définition d'un sous groupe distingué.

Exercice 1
Soit G un groupe d’ordre 11.

Soit x € G\ {e}. Montrer que o(x) =11.
En déduire que G est un groupe cyclique.

Exercice 2 (Euler et Fermat)
Soit n = 2 un entier naturel.

Justifier que nZ est un idéal de Z.

Soit 0 < k < nn— 1. Montrer que k est inversible dans Z/nZ si, et seulement si, k A n = 1.
Onpose@(n)=card({0<k<sn-1/kann=1}).

Montrer que o((U(Z/n2), x)) = ¢(n).
En déduire que si0 < k < n—1tel que kA n =1 alors k"™ =1 [n].
Montrer que si p est un nombre premier alors Vk € Z, kP = k [p].

PROBLEME
Caracteére d'un groupe

Dans tout le probleme G désigne un groupe de neutre e.

Premiere partie :
Lordre de x*
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Soit x € G un élément d’ordre n>2 et k un entier tel que L < k<n—1etonpose y=x* etd = kA n.
Calculer yg.
En déduire que o(y) = 7.

Deuxiéme partie :
Ordre du produit ab

Dans cette partie a, b € G sont deux éléments d’ordre fini, o(a) = n > 1 et o(b) = m > 1. On
suppose que ab = ba et que {(a) N (b) = {e}.

Montrer que ab est d’ordre fini.

Montrer que (ab)™"" = e.

Soit k € N tel que (ab)* =e.
Montrer que m et n divisent k.
En déduire que n v m divise k.
Montrer que alors que o(ab) = nv m.

Dans cette question on ne suppose plus que (a) N (b) = {e} et os suppose que mAn=1.
Montrer en fait que (a) N (b) = {e}.
En déduire que o(ab) = nm.

Troisieme partie :
Max des ordres

Dans cette partie on suppose que G est un groupe Abélien fini. Soit [ = max{o(x) / x € G}.
Montrer que pour tout x € G, x' = e.
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